4. Integraly.

1. Zakladni obraty, pouziti in-
tegrace per partes a substituce.

4.101. Necht F' je primitivni funkef
k funkei f na intervalu (a, b). Kazda
Jind primitivni funkce k funkei f na
intervalu (a,b) se lis{ od funkce F
pouze o konstantu. Proto budeme ve
vysledcich konstantu ¢ vynechéavat.

Uvédomte si, Ze 1 pri spravném
vyresent dlohy muZete dostat primi-
tivni funkei, kterd vypada jinak, ne?
vyraz uvedeny ve vysledcich. Na-
piiklad uzitim jednoduché substitu-
ce dostaneme

/4 sinz cosz de = 2sin® z + cy.
J

Jako vysledek viak muze byt uve-
dena funkce cos 2z, kterd je vysled-
kem vypodtu

/4sinrcosa:dw:‘2/si112xdx
= —cos 2z + c.

Ponévads 2sin’ z — 1 = — cos 2z, vi-
dime, zZe oba odvozené vyrazy jsou
spravné. Ostatné derivovdnim se o
tom snadno presvédéime. Vypodi-
tat derivaci pfedpoklddané primitiv-
ni funkce je nejlepsi zpusob, jak se
ujistime o spravnosti vysledku.

a) Ukaite, Ze na (0, +00) jsou pro

1
/— dz
-
spravné napiiklad tyto dva vysledky
In3z+4c¢1, Inz + cs.
b) Ukazte, Ze na R jsou pro

/————1——: dx

Vel +1

spravné napfiiklad tyto vysledky:
1 In ———B(ﬁrﬁ +2)
2 Vil-z
In(vz2 + 14 2) 4 ¢3.

¢} Ukazte, Ze na (—1, 1) jsou pro

Ci,

1
[
V1—z?
spravné oba tyto vysledky:
arcsin + ¢; , — arccosz + ¢s.

4.102. Pfi pocitani integralu
__(305 2:13 g
cos? zsin® z
postupujte dvéma zpusoby:
a) Uzijte cos 2z = cos® z — sin? z.
b) Uzijte coszsinz = § sin 2z a po-
uZijte substituce ¢ = sin 2z.
Reseni. Nakazdém z otevienych in-
tervalt (%km %(L + 1)7), k€ Z, do-
staneme: a) —tga — cotgz + C, b)
—2/sin2z +C.

4.103. Vypoditejte pouzitim za-
kladnich vzorcu:
a) [(1—4z3+e%)de,

b) [+ i) du
0 [
e) [tg’pdy,

5 x+1*2.-x+1
ol e Ll




g) (= je zadané &islo)

2y —~y+z
[
h) (a,b,c jsou zadana &isla)

/ (3(11}2 — + c) dv,

1
/ ——dx,
cos 2z + sin” z

60
1;2\/17
i)

i)

/ 1+ 222

—_—dz.

z2(1 4 2?)

ﬁénl a).z——r +e na R, b)
u? u/u + 1u? na (0,+00),

c) t - 21n [t| — 1/t na intervalech
(—00,0) a (0, +00),d) (2w?—12w—

6)/(3v/w) na (0,+00), €) tge — ¢
pro ¢ # (%—{-k)n', ke 2z, f) 202 +
6(2)7/1n 3 na redlné ose, g) e’ —
In |y — z/y na intervalech (—oc,0) a
(0, +00), h) av® + 4b/(v/v) + cv na
(0,+0), 1) tge pro z # (5 + k),
ke Z,j) arctgz — 1/z na R — {0}

4.104. Dveé tlohy, které se daji fesit
aplikaci zékladnich vzorca:

& /|xtdz.
b) /}cos z| de.

Reseni. Obé integrované funkce
jsou spojité a nezaporné. Primitivni
funkce jsou rostouci. Prabéh primi-
tivnich funkci si nakreslete. Sledujte
(zvlasté v uloze b)), zda se spojité
napojuji jednotlivé ¢asti. a) %;c |z
na celé realné ose. b) Na intervalu

(— %ﬂ*, ) zvolime primitivni funkei
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¢ — sinz. Na intervalu (7, 27) je
|cos z| = — cos z, a proto primitivni
funkce je + — —sinz + C. Pfitom
C musi byt takova konstanta, aby
primitivni funkce spojité navazoxala
pii prechodu z intervalu (—im, 17)
na (3, 37). Odtud plyne, 7e \C =3
Postupujeme dale a za chvili odhali-
me, ze hledana primitivni funl\ce se
na intervalu = € {(—% + k)m,( (;;
k)w) da popsat vyzayem
2k +sin(z — 7k) = 2k + (=1)*sinz.
4.105. a) Nékolik poznamek o moc-
ninné funkei, kterd se pro a € R ob-
vykle definuje pomoci vztahu

z®* = exp(alnax),
a proto se predpoklada, Ze = > 0.
Pro iracionalni a tedy je

.a+1

a Z
/ de s a+1

na (0,4o00). Omezeni na interval
(0,400) se muaze ukazat zbytecnym
pro nékteré pripady, které odpovi-
daji racionalnimu exponentu. Napri-
klad funkce

3 9
re

+C

L~
je spojitd na R. Proto k ni existuje
primitivn{ funkce na R a tuto funk-
ci je tfeba popsat. Obecné nas tedy
zajima, kdy funkei

2 — ™

(*)
Ize chpat jako spojitou na mnoziné
vétsi nez interval (0, 4o0) a jak vy-
jadfit primitivni funkci. Probereme
nékolik pfipada:

(1) m,n € N jsou lichd ¢isla. Jestlize
pro z < 0 oznadime

7= -3,



Je funkce (*) definovdna na R a je
tam spojita a kladnd (zdpornd) pro
kladné (zdporné) hodnoty . Primi-
tivni funkce F' k funkei (x) na R je

F(%) - m++n (**)

(Povsimnéte si, Ze m + n je &islo su-
dé.) Tuto funkei lze zapsat také ve
tvaru

Flz) =

t/emtn 4 C.

23

x {/.L—m + . (%)
m-+n

(i) m,n € N, m je &slo sudé a n li-
ché. Funkce () je spojitéd na R a pri-
mitivni funkce F je opdt ddna vzta-
hy (**). V tomto ptipadé je funkce
(%) kladnd, jestlize  # 0. Funkce ¥
Jje tedy rostouci na R. (Viimnéte si,
ze m+ n je nyni liché ¢islo.)

(iiiy myn € N, m sudé, n sudé.
Potom funkce (%) je spojitda na R
a nabyva kladnych hodnot, jakmile
z # 0. Primitivni funkce F existu-
Je na R, je rostouci funkef a je déna
vztahem

n
Jemtr 4+ Cproz >0
m-4n

a vztahem
n

/et 4+ C pro 2 < 0.

m-+n

To lze zapsat jednim vyrazem plat-

nym pro vechna z € R takto:

Fz) =
m+n

b) Co lIze fici o poslednim zbyvaji-
cim pfipadu m,n € N, m liché a n
sudé?
c) Spotitejte [ Va2dz.
d) Spocitejte [ vz2dz a srovnejte s
4.104.a.

S - , 3 s »
Reseni. c) 5;—;6\/:::2 na realné ose.

',L)n .’L‘m-f-c.

4.106. Nékteré jednoduché ilohy,
které se formdlné Fesi substituci, je
dobré pomoci drobné tpravy vyfesit
pfimo. Napiiklad poéitéme
[sin(3z ~ 2)dx
= % [3sin(3z — 2) dz
=—1cos(3z—2)+C
a substituci vibec nevypisujeme.
Podobné (¢itatel ve druhém vyrazu
Je derivaci jmenovatele)

z 1 2r
LA " d
/;}:2+3 ‘ ‘2/3:2+3 "

= %ln(:z:‘? +3)+C.
Pii1 integraci jednoduchych raciondl-
nich lomenych funkci se nékdy ves-
keré upravy omezi na piicteni a ode-
¢teni vhodného élenu v Citateli a jed-
noduché déleni. Naptiklad

249
/.“Ljf_ﬁdm
z+3

:fx(m+3)—(x+3)+3dx
z+3

o1
:/(m—l)dag—(»?)/ e

= %xfz—x+3ln[$+3}+c
na kazdém z téchto dvou otevienych
intervalti (—oo, —3); (-3, 4o0). Ta-
ké vhodna tprava funkei pod integ-
ralem usnadni vypoéet. Napifklad

/ cos 2z cos 3z dzx

= —é—/(c055$+cosx)da;

— A gt mae g 1 3
—msmf)a,—i—zsmx—f—(,.

Spotitejte tyto integraly:

5z _ 1
a) /6 ——— di,
e2z




b) f e” sin % dz,
c) [zy/z2+1daz,

d) f mdm,
&) /

f) / g

2) /sm -
. /

3 /

Do [+

K) /

1) /sm 3t dt,

oy
d
m) /2y+3 Y,

24w

d
g
22 +3z+3

——dz

z+2

bl

sin z cos 2z dz,

sin z sin 2z dz,

]
o) /
P) 7 /
q) /
r) / tgv dv,

$) /cétgtdt,

Reseni. a) 1e3 + 1¢7%% na R, b)

—cos(e”) na R, ¢) £1/(22+1)3 na

R, d) —1./(2—32%)3 na interva-

lu ( \/g,f e) 3In|2t+3| na

obou intervalech tvoricich R—{-2},
1) ——%e‘ZQ na R, g) —é—sin6 z na
R, h) —In(1 + cos’z) na R, i)
3vVz?+4na R, j) +(z —3)" na R,
k) £In(|z — 1|/ |z + 1]) na kazdém
ze tii intervall tvoficich R—{+1},1)
—~% cos 3t na R, m) g(y — %ln [2y +
3|) na intervalech tvoFicich R — {2},
n) —(w+4ln|w- 2!) na intervalech
tvoricich R—{2},0) tz?+z+In|z+
2| na intervalech tvoricich R—{—2},
p) — icos3z + fcosz na R, q)
1 sin a:~—61— sin3z na R, r) —In|cos v|
prov# ir4kr, k€ Z,s) In|sint|
prot # kyrr, ke Z.

4.107. Integral, bez néhoz se zadna
sbirka tloh neobejde, je

1
/ - dz.
sin @

Pro jednoduchost budeme hledat
primitivni funkei pouze na interva-
lu (0, 7). Traduji se tyto tfi metody,
jejichz uvedeni je mozné ospravedl-
nit tim, Ze se nechaji okouknout tri-
ky, které ¢lovéku prijdou vhod 1 u
jinych tloh.

a) Vztah sinz = 2sin § cos § a sub-
stituce tgZ =1 dovoluu postupovat

takto:

1 1 dz
=gt = o
sin z tgScos® 2 2

:/%dt:lnltl—%C

@
=40

B) =t

na otevieném intervalu (0, 7). Sle-

dujte, jaky interval probiha ¢, kdyZ

=lIntg



x se pohybuje v intervalu (0, 7).
b) Integrand rozsifime sin z a vyu#i-
jeme sin® & = 1— cos?z a substituce
cos& = z. Potom

[ —sinz

1
/ ‘ z= [ ———dr
sin x ‘/ cos“ e — 1
1
= /J—~1 dz (podle 4.106.k)

I —-cosz
n—————

14+ cosz
na otevieném intervalu (0, 7).
c) A jesté trik s jednickou obratné
zapsanou, ktery uz zndme z 0.309.a.
Pro vySetfovany integral postupné
dostaneme

9 . .92

1/@08“%4—5111 £

1

N

ar
2 &

cOos 3

sin £

cos £ dr i sin £ dax
sin¥ 2 cos T 2

= lnsin; —In cosg +C
= lntg% +C

na otevieném intervalu (0, 7).

d) Ovéite pomoci vztahu mezi go-
niometrickymi funkcemi, Ze vysle-
dek v a) je ekvivalentni vysledku na-
lezenému v b).

e} Vhodnou transformaci se né-
kdy podafi pfevést integrand na
funkei, jejiz primitivni funkci zna-
me. Napfiklad, mame-li na intervalu
(=37, $7) najit

1
—— dw, (%)
J cosw
pievedeme tento integral substituci
B= -é-?l’ —w na

._/ .1 dz pro z € (0, 7).
sin 2

S pomoci ¢asti a), b) najdéte pri-
mitivni funkel (x) a pfesvédéte se o
spravnosti vysledku derivovanim.

Reseni. e) In((1 +sinw)/ cosw) na

(—%7(} %n)

4.108. Pouzitim integrace per par-
tes se sice u téchto dloh funkce pod
integralem nezjednodusuje, ale in-
tegrél lze takto vyéislit. V nékterych
piipadech lze pouZit 1 jiného postu-
pu. Najdéte integraci per partes:

a) [e"sinzde,

b) [eFcoswde,

c) [eTsinzde,

d) /]nm i,
z

e} [cos?zdz,

£f)  [e " cos 2z dz,

g) [cos(lnz)de.

h) Najdéte primitivni funkei v <)
pouzitim substituce z = —z a vy-
sledku piikladu aj}.

Reseni. a) le%(sinz — cosz) na
R, b) %e“(slﬁx + cosz) na R, c)
—%e~%(sinz+cosz) na R, d) %1112 z
na (0,+00), €) i(z + sinzcosz)
na R, f) te7%(2 sin 2¢ — cos 2z) na.
R, g) 3w(cos(lnz) + sin(Inz)) na
(0, +00).

4.109. Vypocet zacnéte tim, ze ufi-
jete integrace per partes a potom ja-
kykoliv obrat, ktery usnadni naleze-
ni primitivni funkce. Najdéte

&) [fre=®de, b} - faPde,
c) [z?sinzdz, d) [z3lnzde,
e) [arccoszdz, f) [z?cos’zdz,



" arcsin \/-

g) \/—

h)  [z?arccoszde,

: arcsin x

Vo

J)  [rarctgade,

k) [In(z?+1)dez,

1)  [z(arctgz)® du,

m)  [sin(lnz)de,

n) [z"lnzde, (n#-1),

o) [e*cosnzde (a-n#0),
p) (pouzijte 4.108.a, b)
[ z%e”sinz dz.

Reseni.
a) —(z + 1)e~" na R, b) Q%(Qx? -
62 + 2)e*” na R, c) (2~x Ycosx +
2zsinz na R, d) j5z*(4dlnz — 1)
na (0,400), e) zarccosz —v1 — 2?2
na intervalu (—1,1), f) 223 +
%.L') sin 23:+;11—.1’ cos 21:—% sin 2z na R,

g) —2v/1 arcsin \/_+2\/Ella in-
tervalu (0, 1) h) $2® arccos z—$(2+

2)V/1—22? na mtervalu (-1,1),
1) '2\/1: + larcsinz + 4/1—2z na
(-1 ) J) 3(=? +1)arct€1~—1-1:
na cele realné ose k) zln(2? +
1) — 2z + 2arctgz na R, 1) (2% +
1)(arctg z)?+ 1 In(e?+1) —z arctg x
na R, m) sz(sinlnz — coslnz) na
(0, +00), n) ”ilx"“(lnx — 71—];—1‘
na {0,4+00), o) m(nsm nz +
acosnz) na R, p) 3 ((z*~1)sinz—
(z — 1)?cos z)e® na celé realné ose.

4.110. Integrand v 4.209.0 je real-
nou &asti funkce
T iy e(a+in)x’
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a proto muZeme vyuzit vzorce
1 !
/eb”dx: Eebxﬁ-C, (%)

ktery plati pro kazdé komplexni ¢islo
b # 0. Primitivni funkce je redlnou
casti funkce

e(a—Hn)r .0

r —

a+1in (x+)
a) Co dostanete, kdyz do () dosa-
dite b = ¢ a ziskany vztah rozdélite
na realnou a imagindrni ¢ést?
b) Spoéitejte 4.108.f a 4.109.0.
¢) Co je imagindrni cast funkce de-
finované vyrazem (xx)?
d) Integral v 4.109.p najdéte jako
imagindrn{ ¢ast integralu

[ 2?42 gz

Proti 4.109.p je zde integrand sou-
¢inem pouze dvou funkei, a proto je
mozna pouZziti integrace per partes
snadnéjsi.

4.111. Vypodet zacnéte tim, Ze pou-
71jete vhodné substituce. Spocitejte:

a) / L A
1— 2522
b) / 4 dz,
(arcsin z)3v/1 — 22
cos
c dx,
) / Vsin® z
62:: — T
d dr
) [Ste
e) /exp(e” + z) de,
f) _\/E_ dz,
1423
g) / arctg/z dz,




h) / = Inz

l1+Inz) 4z.

Reseni. a) L arcsin5z na (—
b) —Q/(arcsm z)? ‘ma - (-1,1),
3Vsinz pro = # 7wk, k € Z, d)
e ~ 2In(e” + 1) na R, e) exp(e
na R, f) 21In(1 + V23) na (0, +00),
£) (o-+1) arctg E vz na 0, +o0),
h) lnz—ln Inz +1jna (0,e"!)ana
?—{*C’O).

1y
5)

(e”

4.112. Péle-méle:

a)

[ 2% sin 28 dx,

z? arctgzr |
&) / 14 22 ’
c) [sin®zde,
8 [,
e)  [cotg?wduw,
f) [z?cos®zde,
g) [e“sin®zdx,
h)  [zPexp(z?)dz

i)

[z cosz?dz,

] z
) J 34ex
<9
\ s~ & cosx
S
14+sin“z
rarcsin

1 — dz,

) V1—2a?

m) (a € R je zadand konstanta)
[z \a+wzdy.

Reseni.

a) —3cosz® na R, b) zarctgz —

$In(1 + 2?) — I(arctg2)® na R, ¢)

£(cos®z—cosz)na R, d) 3 S2+/z na

R e) —cotgw— w pro z # kr, )

1 3+ z?sin 2z+% :ccos?a,~§sm2x

na R, g) 3¢ (1—Zsin 2z — £ cos 2z)

3

na R, h) 3 escp(mQ)(r —1)na R, 1)
%sm:c na R, j) €® — 3In(e® +3)
na R, k) sinz — arctgsinz na R, 1)
z—+/1—z?arcsinz na (—1,1), m)
Z(3z—2a)\/(a + )3 na (—a, +o0).

4.113. I v tdlohéch, které jsou véci
rutinniho vypoctu, je tfeba postu-
povat s opatrnosti. Funkce
sin z

g o
14+sinz
je spojitd na (—im, ‘3 7), a proto na
tomto intervalu e‘mtch prinitivni
funkce. Jeji vypocet zaéneme tak, ze
rozditime zlomek 1 — sin z; dostane-
me

. . » ]
Sinx —sSm-x

[Bisr g,
1 —sin“z
sinz 1
= — L1
/(cosgm coslz >d$
=Fz)+z+C,

kde jsme pro stru¢nost oznagili

Flz)=

—tgx.
cos

Pravé popsand funkce F je definova-
né na intervalech (—37 + kx iz +

kw), k € Z. Je potieba vzit dva ta-
kove intervaly (k = O l)

(__T _7‘-) (Q 2 2
aby se nam podarllo teméi pokryt
interval (—%7, 27), na ném3 hleda-
me primitivni funkri Ponévadz

Ple) =10,

musime v bodé 1 57 funkei F' pfifadit
hodnotou 0, abychom ziskali funk-

¢l spojitou na intervalu (~—7r, ;71')

lim

:1;'—»7'

+ Podle 3.509.a zjistime, Ze F ma
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derivaci rovnou integrandu v kai-
dém bodé intervalu (-—-%ﬂ', %W) Tak-
to rozsifena funkce je teprve hleda-
nou primitivni funkei na intervalu
(—ix, :2171')

" Ostatné snadno dokéiete, 7e
pro vSechna z € (—%ﬂ’, %ﬂ') plati pro
rozsifenou funkei F' tento vztah

T o4 T
= cos ¥ — sin 2
cos -;— +sin §

4.114. Nékolik piikladu s goniomet-
rickymi funkcemi v integrandu, kte-
ré lze Fesit obratnymi dpravami:

a) j/ cos? z dz (4.108.¢),

b) / sin? z dz,
c) /cos3 z dz,

1
d —dz,
) / sin® z cos? 2 ’
1
e dz,
) / sin® 2

f) / sin? z cos* z di,

g) /tg3 z dz,

h) /sin4 z dz,

i) /

Reseni. Pro struénost vynechime
uréeni intervald, na kterych jsou ni-
ze vypsané funkce funkcemi primi-
tivnimi.

a) 3(2z+sin 2z), b) (2z —sin2z),
1

¢) sinz—sin® ¢, d) (zde si poviim-
néte pfitomnosti faktoru 1/cos?z,

14 cos?z

costz
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ktery se hodi pfi substituci tgz =
t) —3(tge)™® — 2(tgz)™" + tgz,
e) (vezmeme v tvahu pfitomnost
1/sin® z) —$ cotg®z — 2 cotg®z —
cotgz, £) & (4z—sin )+

L &in3 2z,
g) 3tg’z+In|cosz|, h) & sindz —

48

1 ; 3 Y- ¥ " R
zsin2z +22,1) 2tgz + 5 tg° =.

2. Integrace raciondlnich lome-
nych funkeci.

4.201. Zaéneme uziteénymi obraty.
a) Vypocet
3z +4 )
/ 2 4+3z45 .
vyzaduje rozklad

(¥)

Jz+4
z2 43z +5
2z + 3 ; 1
=a 2 [~ j 9 9 -
z?+ 3z +5 24+ 3z45

Citatel prvniho vyrazu vpravo je
derivace jmenovatele. Snadno najde-

me, 7¢e @ = 2 a B = —1. Ponévads

j o F Redy
m2+3m+5_<$+%>‘3+%
4 i :

Himeen) e

dostaneme pouzitim jednoduchych
substituci, Ze integral () je roven

3In(2? + 3z +5)

_ﬁ arctg %(21‘ +3)+C.
b) Pro n € N odvodte integraci per
partes rekurentni formuli

1




1 t 2n—1

= e t T
kde

I —/ bl iy

7 (1—+—t2)n

(J. Stépanek: Matematika pro ptiro-
dovédce I, kap. 15, piiklad 6.).
¢) Kofeny jmenovatele jsou navzi-
jem rizné. Napiiklad poéitejme
1

JErr
Je &3 —2? — 2z = z(z — 2)(= + 1),
a proto musime najit A, B, C' vyho-
vujici

1
Py
A B C

-3 z¥l 7
pro z # 2,—1,0. Nasobenim vyra-
zem z(x — 2)(z + 1) dostaneme

l=Az(z+1)+ Ba(z — 2)

+C(z —2)(z +1).

Tento vztah se redukuje po dosazeni

r=2 na 1=6A4,
z=-1 na 1=3B8B,
z=0 na 1=-2C.

Proto hledany integral je roven
lnjz—2[+iln lz+1|—3 Infz|+C
= Lin(jz ~ 2/(z + 1)*/Ja) + C
na kazdém z otevfenych intervalt,

které vytvaieji R — {—1,0,2}.

d) V ¢) najdéte koeficienty A, B, C
porovnanim koeficienti u mocnin
proménné z a feSenim piislusné sou-
stavy. Srovnejte pracnost v obou
pripadech.

4.202. Spoditejte:
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[
z? 4+ 16
N
<) /w3+2§2igx-10 at
d) é%dr,
0 [
o [
h) /i—ji%;{—% dz,
b e
k) /mdl‘,
1) /;;:_idr’
m) [
n) /x4+2x312r2+xdx’
o) . r%ldr,

Reseni.

a) 2In(z?+16)+ 2 arctg(:z) na R,
b) —3(z—1)"'+Z In(|lz—1|/|z+2])
na R—{-2,1}, ¢) Shnfe - 2| -




]n(:c +4z+5)+ 5 arctg(l +2)

na R — {9} d) 1 ln(lx - Yz +

1) — 22(2? - 1)1 naR {%1}, €)
Inj(z - 2)(z + 5)| na R — {-5,2},
f) 5—}5111(122 - V2|/|z + \/‘ED +
;\%ln(fﬂ: —3|/lt + V/3]) na R —
(33, +v3}, g) 3 In(je? - 2)/|2? -
1!) na R — {+v2,+1}, h) 1%+
12?2 4 4z + In(2?|z - 2[%/|z + 2%)
naR {0,£2},1) —z/(2z®2—1)% na

R—{#£1},j) (6—5z)/(z*—3z+2)+
4In(jz — 1|/]z — 2|) na R — {1,2},
k) farctgz + In((z + 1)%/(a? +
1)) na R — {~1}, 1) 3ln(jz —
1/Va2 +z+ 1)+71§ arctg(;%(?zﬂ»
1)) na R—{1}, m) {(z+1)*+In(je-
1)/V2? + 1) —arctg  na R— {1}, n)
ln(bl/]J%—lll——T arctg( 1 (21+1‘)
na R—{—1,0}, 0) (2— QC)/(.L)—I"?)—%—
11\/.L~+2 4\/— aI‘CtO(\/—.Z) na R,
) sse/(2? 4+ 9)+ 3=2/(z2 +9)% +

bllIS arctg ( ) na K.

3. Specialni substituce.

4.301. Spoditejte:

1
a) /—————(1 o) de,
1
b) / TR dz,

c) /6 hld:c,
er +1

1
R ——,
/\/1—1—6“? v

Resent.

ayz+1/(14€" )—]11(1+e )11a R,
b) =iz +1Inle® — 1|+ ¢ In(e” +2)
na R — {0} c) 2ln(e* +1)—z =
2ln(exp(iz) + exp( (—1z)) na R, d)

In((vIFe - )/(Vite +1)) =
2In(v/1+e* ~1)— 2z na R.
4.302. Spocitejte:
" 1
—d
) [
gt F i/l +e
b —_——dz,
) J J1+z
1 /1-=2
) /1+ vE
& = \/‘
e) (jednoduchy ptik
/ ]+1
B
f) (slozity mﬂdad)
/ /21—1—1
z? J:—Ll
V2z+3+z
—dZ,
8) J/ W,y B
/ 2+
z+ \3/2+.l‘
Reseni.
a) 2¢/z = 21In(1 + /) na (0 +~c
b)b (14 z)? (161+1) +
\/1+z+ )na 1+x\

c) ln([\/l—i-at -Vi—z|/(VT+2+

. T= :E))—l»'Zarctg(\/l —z/V1+z)

na intervalech (-1,0) a (0,1), d)
4z + 21n(1 + \/z) — 4 arctg /= na




(0, +00), €) ——w/(l—i— )3 /23 na in-

tervalech (—00,—1) a (0,+00), f)
—t/(t3 — ) linu—ly—%m@2+
t+1) - \/- arctg ( 3('2t + 1)), kde

V(22 +1)/(xz+ 1), na interva—

‘ lech tvoficich R—{-1,0}, g) —2t*~—

4t — 9Inft - 3{ + In(t + 1), Lde t =
v2z + 3, na intervalech (~2,3) a
(3, +00). h) 3154—- °~3ln1t—1]+
1° 2 In(t? —l—i+2) arctg(\/—(Qf-{-

)), kde t = /2 + z, na intervalech
(—oo,—1) a (=1, +00).

4.303. K integraci vyrazi s go-
niometrickymi funkcemi v - integ-
randu pouzivame ruzné substituce.
Pouzijeme-li substituci ¢t = tgz, do-

staneme snadno

. 1 i
—edr = | ———— dt

u/ 1+3sin’z /1-1'—41,2

= % arctg(2tga) + C.
Posledni funkee je deﬁnoxa’na na in-
tervalech (=37 + k7, iw + k7), k €
Z, které oznatime Ik Ponevadz in-
tegrand je funkce spojitd na R, pri-
mitivni funkei bychom méli uréit ta-
ky jako funkei na R. Kdybychom v
tomto sméru chtéli skuteéné postu-
povat déle, dostaneme se do situace,
na kterou jsme narazili uz v piikla-
du 4.104.b — méme vhodnou volbou
konstanty C' spojité napojit primi-
tivni funkci v bodech, kde se inter-
valy I stykaji. V pfikladu 4.104.b
jsme vidéli, Ze takto popsat primi-
tivni funkci miZe byt pracné a vysle-
dek nepfehledny. Proto se v dalsim
obvykle spokojime s tim, Ze fekne-
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me, na jakych intervalech je naleze-
na funkce primitivni funkei.
Pozorné je tieba postupovat pii
vypoctu uréitého integrilu. Mecha-
nickym poéitanim bychom dostali

T 1
/(; 1+ 3sin“z ’ ()

= { arctg(2tg x) W:O =

— vysledek, ktery je nespravny. ne-
bot integrujeme kladnou funkci. Je
tfeba rozdelit integraini obor na in-
tervaly (0, Q"r) a (L7, 7). Tim dosta-
neme dva 1nte<fraly Substitucl y =
7 — ¢ ve druhém integralu zjistime,
ze druhy integral je roven prvnimu,
a proto hledand hodnota {*) je

1

i i
g L+3sin“z

=lim,_,1,_arcig(2tgz) = 3.

Spocztejte (%) tak, Ze napojenim
v bodé 1 5 sestrojite primitivni funk-
ci na mtervah} (- %”r, gn P

Reseni. Primitivni funkce F' je da-
na vyrazem

1 arctg(2tgz) na (—sm

1
yid pro

im+ arctg(2tgz) na

[
3
St

)

z
(irn
2

N( (*J{CA)
)
N

Proto hodnota integrdlu muze byt
také vycislena jako

F(r) = F(0) (= 57).

4.304. Rozhodnéte, zda pouzit né-
jaké bézné substituce, substituce t =
tg z, nebo dokonce u = tg %x a spo-
citejte:



a) ‘/sin3zcos2xd1;7
sinz
b ;
) (1 —cosz)? .c,
1
c) /w dz,
1+tge
A
d / R 2 :
) i+sin2.r ’
e) / Az
’ (sinz + cos :c)
f) dz,

sna:~cosz+5

g) ;" p dz,
5+ 4sin
h) dz:,
sin z + to”

L
cos 1)sm$

/ - dx,
sin ¢ cos? :
k) (zkuste y = cosz 1 ¢ = tgz; po-

rovnejte pracnost)

1
. 5
1) /

sin® z cos® ¢
m)

1
n) L./

P
(2 —sinz

24 coszx

sin? x

l1-tgz
Reseni. Funkce uvedené u téchto a
dalgich tloh jako feseni jsou primi-
tivnimi funkcemi na kazdém interva-
lu, ktery padne do jejich pfirozeného
definiéntho oboru. V nékterych pii-
padech — podobné jako v tloze 4.303
- musi primitivni funkce existovat
na vétsich intervalech.

dz,

dz.
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a) 75 cos®z (3cos?z—5) b) (cos z

1)" ¢) 3{z + In|sinz + cosz|),
d) w—marctg(\/_tcrm) e) —(1+
tgz)=t, f) Vgarctg(%(.ﬂtgg +
1)), g) 2arctg(3(5tg% +4)), h)

—1(cotgz + 715 arctg(715 tgz)), i)
(vyhodnd substituce % = cosz) pri-
mitivni funkce je 2In{(1—cos z)(2+
cosz)?/(1 + cos 33)3)_, se substituci
i tg —x dostaneme primitiv-
ni funkci v promenm t ve tva-

Tu —h} (]t[(t + 3\) )} (cosz)~1 +
L(cosz)~ 3+hi 3z f,k) ltgte+
2tg?z — j‘cotg‘2 + 3lnjtgz|, 1)
%7;+ ln|5sinz + 3 cosz|, m)
\}%arctg(\/_t 33)1—111(2+co\1| n)
2(cosz (cosz —sinz) — In|cosz —
sinz|).

4.305. Spocitejte
1

sin® 2
témito dvéma zpusoby:
a) Vyuzijte substituce t = tg
b) Rozsifte integrand sin z, \'1\'112‘1}
te sin®*z = (1 — cos?z)? a zavedte
substituct u = cos 2.

9 bt
N

ReSeni. a) Primitivni funkce v pro-
ménné ¢ je Llnlt] + 3(t* - t7%).
Dosazenim za ¢ a vyumtun vztahu

cost lx — sin? 15.1:* = cos z dostane-
me prxrrutlvm funkeci ve tvaru

1 1 1 Eotes
s ltg ixf — 5 coszsin”  z.
b) Primitivni funkce v proménné u
i 1-u 1
510/ 152

4 U
Dosazemm za u se ziskd vysledek.

Je PREES




4.306. a) Vyuzijte 4.304.c a4.304.n
k vypoctu

/

b) Vyuzijte 4.305 k vypoétu

-

cosBz
Reseni. a) 1(2z + cosz(sinz —
cosz) —In|cos —sinz| ), b)

g -2

5 8111 Z COS

2
cos™

dz.

1—tgz

1 1 ¥

b=

i

4.307. Pouzijte substituce t = tg:
a spolitejte:

2) /
b f
o /

Reseni. Oznaéme pro jednoduchost
()= (t+v2-1)/(VZ+1-1).
Potom primitivni funkce v promén-
né ¢ maji tvar: a) 1v/21In|®(t)], b)
LI [0(t)] — (¢ + D/(& + 1), <)
- V2 @) + (t - 1)/ + 1).
Podle 0.305.d je tg%w =2 - 1.
Dosadime za ¢ nejprve do-®(¢) a po
snadné upravé dostaneme:
e N 1 tgtottgin
®(tg 32) = V241 1—%%“83%”'
Podle 0.205.c je tento vyraz roven
(V2+1)" tg (32 + §m).
Primitivni funkce jsou:
a) F(z)= %ﬂln |tg (%1 + éﬁ)l:
b) %(F(:c) —sinz — cosa:),

T

t

1

sinx + cosx

dx,

-2
sin” x
~—dz,
sinx + cosx
sin & cos ¢

sinz 4+ cosz

c) -1 (F(a) —sine + cosa:).
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4.308. a) Redeni tloh v 4.307 zac-
néte uplatnénim postupu z 0.308.a.
Ten déva

$V2(cos z +sinz) = sin(z + 37).
Proto integral v ¢asti a) je roven

V2 ./ sin(z + 37)

Substituci # + 7 = y a pouzitim
vysledku 4.107 dostaneme primitiv-
ni funkei.
b) Postupujte stejné v tlohich
4.307.b, c.
¢} Podobné (a s pomoci 0.203) spo-
Citejte:

/ sinz + 2cosz
d) Reste 4.307b tak, 7e pisete
sinz = L((sin®z — cos?z) + 1) a
integral rozdélite na dva a vyu#ij-
te 4.307.a. Podobnou upravou feste
4.307.c.
ReSeni. ¢) — $(2sinz + cosz) +
g% In ]tg(%(z + arctg 2)) J

22
sin- &

dz.

4.309. Spoditejte

/\/1~—a:?d.1’

pouzitim vhodné substituce i integ-
raci per partes.

Reseni. -é-(.’l?\/l — 2?2 + arcsin &) na
(=1,1). Lze pouzit tieba substitu-
ce sint = z; pfi integraci per partes
piste 22 = 1 — (1 — z?) a integral
rozlozte na dva.

4.310. Integral

1
——dr
/\/1+x3



spoéitejte nékolika zpisoby:
a) substituci V14 2?2 =z +1¢,
b) substituci V1 + z? = —z + 1,
c) substituci 1+ z2 =1+ zt,
d) substituci z = cotgt,
e) substituci £ = sinh u (pomoci hy-
perbolickych funkei).

Regeni. In(z + 22 +1) na R. Po-
stup navrhovany v d) je podrob-
né popsan ve skriptech J. Stépanka:
Matematika pro pfirodovédce I, Ka-
pitola 15, pt. 12. Pro postup e¢) po-
tfebujeme znat definiéni vztahy

sinhu = 3(e¥ —e™¥),

coshu = 2(e% 4 e7%)
a tyto jedng)duché vlastnosti:

(cosh )’ = sinhu,

(th u)’ = cosh u,

cosh?u —sinh®u = 1.
Jak vyjadiit & pomoci u je popsano
v 0.807.a.

4.311. Spolitejte
a) pro a kladné

7

axr

/\/1—{».1: dz,

/m

————d.r‘

/ V—z? -6z

ReSeni. a) In(z + vz? +4a) na
R (substituci pfevedeme na dlohu

4.310), b) i(zv1+2? + In(z +
V1+2?)) na R (pouzijte integrace
per partes nebo vhodné metody ze
4.310), ¢) % arcsin(z—3) na (-3, 32)

(pouhd substituce), d) arcsin $(z +

3) na (—6,0) (pouha substituce).

4.312. Integral

/ ————1 dz

vzl —4

spoéitejte nékolika zpusoby:

a) substituci V22 — 4=z +1¢,

b) substituci V22 —4 = —z + ¢,

c¢) substituci z = 2/sint,

d) substituci z = 2sinhu.

Reseni. In ‘r +VrZ— i na inter-

valech (—o0, —2) a (2, +0o0).

4.313. Spoditejte

a) /\/ 16 — 22 dz,

z- y
b) — .
V9 — z?
Reseni. a) Integral lze substitu-

cf piexést na 4.309; primitivni fun-
kee je 8arcsin 41,‘7-;’r\/1()— 2?2 na
(—4,4),b) 3 arcsin lz—2aV9—2?
na (—3,3) (substituce = 3sint) .

4.314. Integral
/ V1+ z2 d
T

spoéitejte nékolika zpusoby:

a) substituct ¢ = sinh u,

b) substituci z = tgy,

¢) substituci V14 2% = —z +

d) substituci V1 +z? = z 41,

e) substituci 1+ 22 = 1+ zt.
Reseni. Primitivni funkce na inter-
valech (—oo 0) a (O,+oc\ je tvaru



V pfipadé ¢) mé primitivni funkce v
proménné t tvar

e+ +mi=d
Po dosazeni ¢ = 2 + /z2 + 1 dosta-
neme vyraz, ktery ma jinou podobu,
nez (). Vyuzijeme-li vztahu

i+%:2vz2+1,

ktery také dosadime do posledniho
vyrazu v

i BB g ] g
t+1 Vit 20 g4 ige?

dostaneme zase vyraz ().

4.315. Integral (vysledek zndme)

1
—_—dx
/\/1—1‘2 g

zabiste ve tvaru

/ 1 /1+xd
l+zV 1—2 .

a pouzijte substituce ¢ = (1 +
z)/(1 — z). Pomoci ziskaného vy-
sledku odvodte vztah mezi funkce-
mi arcsin a arctg. Pokuste se potom
tento vztah odvodit pfimo.

Reseni. Kromé arcsin je primitivni
funkel na (—1,1) tato funkce:

2arctg /(1 + z)/(1 — &).
Srovndnim v bodé z = 0 dostaneme
. 1
%ﬂ'+ aresin & = 2 arctg j z

pro véechna ¢ € (—1,1).

4.316. Spocitejte:

1
a e —— 7}
) /:L‘+\/$2+23+1 =
b) z+1
(22 42+ 1)

/ z+vVel+e+1
c) —— dz,
J etleveitetl

d) /——1——~———— de.
evelfzr+1
Reseni. Pouzijeme substituci
t=x+/22+z+1.
Jestlize pro jednoduchost oznaéime
VE=vVzl+z+1,
plati tyto vztahy
z=(2-1)/(2t+1),
VE= (124t 4+1)/(2t+ 1),
dr = (2/*/(2t + 1)) dt,
t+1=zx+1++/+,
204+1=2z+1+2/% >0,
24t +1= (22 +14 2V~
a) Na R — {-1} dosadime za t do
L(In(ed/(2t + 1)) + 3(2t + 1)71).
b) Po substituci dostaneme
: {t+2)
[ @i
2+ 1)
T 2+i+1
Pouzijeme vyse uvedenych vyrazu a
po rozsifeni vyrazem 2/¥ — 2z — 1
dostaneme na R primitivni funkeci
2z—-1)/Va?P+z+ 1
c) $(4t242t+3)/(2t+1)+1 In((2t+
1)3/(t + 1)*) + ¢; ponévads
$(4? + 2t + 3)/(2t + 1)
= +i+1)/(2t+1) -1,
dostaneme z prvniho ¢lenu (az na

konstantu) v2? + « + 1; ve druhém

clenu vyuzijeme vztahu

di

+ G

2 2
Ty s 3
(#) = (=)

a najdeme, ze



(2t41)° _ 9(2z+1+2V%)
E+D*T T (w+24+2v%)2

Proto primitivni funkce je

L1 2z4+142v/*
= R A VENE
VE+3ln (z+242/%)2°

d) In{(t—1)/(t+1))+C; po dosazeni
a upravé najdeme primitivni funkci

In(Jz]/(z + 2 + 2V/%)).

4.317. V 4.316.d pouzijte substituci
r = 1/z a potom 4.311.a. Ziskéte
vysledek snadnéji?

4.318. Spocitejte:
a) (substituce /e =zt + 1)
z—1
de,

22227 - 22 + 1
b) (substituce /x =1 — )

i
&,
1+\/P+2;n+2

f{eéeni a) V22?2—-2z+1/2 na
R—{0},b) 1n(r+1+\/i + 2z + 2)
—(z+1)/(1+ V&2 + 2z + 2) na R.

4.319. Tyto ulohy ilustruji postup,
ktery se da uplatnit v ptipadé, ze
kvadraticky clen pod odmocninou
ma realné kofeny. Spoéitejte:

1
——du,
,/ uv/1l—u?
1

—_—d
uzm ’

./(r—l

Reseni. a) Funkei pod integrélem
upravime; integral ziska tvar

du.

b)

dz
VIi+2z— 22

Dineyy 52

Postupujeme jako v 4.302.c a dosta-
neme

In 1—v1-—-u?

Jul

b) Stejnou metodou jako v casti a)
ziskdme primitivni funkei ve tvaru
—+/1 —u?/u. ¢) Provedeme substi-
tuci 2 = y + 1, potom y = \/2u a
dostaneme primitivni funkeci kombi-
naci vysledkt a), b) ve tvaru

Witz —2?/(1—2)— -
n (V3 +VIT 3 =23/ |1 - z)
na (1-+/2,1) ana (1,1++2).

4.320. Stejnou metodu jako v pfed-
chozi tloze pouzijermne na tyto dvé

tlohy:
S sy
J 843+ 22— 2
1
) J a2+ —2?
Regeni. a)
A Vifz+2/3-z [1tz
= In )\/_11—;+V,3—‘8- 1% arctg g4/3
na lntﬂvalu -1, ?)
b) L (/7\/1TE—\/T?)“
V '2 B3
na intervalech (—1,0) a (0,2).

4.321. Spocitejte 4.320.b pomoci
substituce = 1/z a ivah z 4.312.

4. Uréity integral.

4.401. Spocitejte:
a) [ |cosz|dz, kde a = L7,

b) f05 |e? — 3z + 2| d,



1

-1

C) /_1$2+1
1
—v3ri+1

13
e) / !

dz,

——dz
T = g2 !

5 1
f g
) ./_%\/5\/1—932

g) (’u?ijlte arccos 1 arcsin)

]

it

h) (‘uf,ute arccos 1 arcsin)

1
e
—~1

V1—-z?

S VI¥adz,

143 1
OSR,
/2 z2 —-2:8-{—2

de,

dz,

lJ [N

7, h)

4.402. Spocitejte:

a) / z arctg @ de,
0
b) f; z?Inz de,
/5 Ve =9
C) —‘T— dx
3 :

S
d) f¢"sin’tcostdt.

Reseni. a) 1(3r—8),b) ¢ $(23+1),
c)4- ’5auct<74 d) 275

4.403. Spocitejte:

T
a) sin? ¢ dz,

1
§7I'

97

11
‘6——‘?1'

b)/ sin® z dz,
0
Ly

c) cos? z dz,
i
3e

d)/ sin® z du,
i
57 5 ,

e) sin® x cos” z dz,
0
0

f) / cos® zsin? z dz,
-7
3v2 1

g) / ——dz
V3 z/e? -9
3 2

h)

0 m
i) /zmmn.

Refeni. a) 1, b) 24(227T3f)
C) ?4(QT 3\/—) d) 947 € f) O
g) =7, h) 3(2m — 3v3), 1) (47 —
3V3).

la’

4.404. Bez uréeni primitivni funkce
zduvodnéte vztahy:

2m
a) / sinz dz = 0,
0

b)

Wl
=

Ola:dx:O;

1
271'

¢) pro libovolné a € R

/ sin® 3z dz = 0,
—-a

d) / sin® z cosz dz = 0,
0



e) [ysin*zdr= [ cos?zde=1ir
(nejprve z]istite, 7e integraly se rov-
naji a potom uvazite, ze znate soucet
integrandi).

4.405. a) Dokaite, ze pro viechna
kladna a plati

/ —Inzdz=0.
Jl/a x

b) Bud' f funkce spliujici
fGr+y)=FfG7—y)
pro vsechna y € R. Dokazte, 7e pro
kazdé a € R plati
n%?r—\}»a

/ flz)coszde = 0.

Reseni.

a) Stadl predpokladat, ze a > 1.
Interval (1/a,a) rozdélime na dva
intervaly: (1/a,1) a (1,a). Na jed-
nom z intervalt provedeme substi-
tuei 2 = 1/u. Porovninim tohoto
integralu se zbyvajicim dostaneme
vysledek. b) Staci pfedpokladat, ze
a > 0. Ponévadz

cos(37 & z) = Fsinz,

dostaneme vysledek stejné jako v a)
rozdélenim integraéniho intervalu na
dva: ( T —a, —7) a (1'1' 5T+ a).
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4.406. Rozmyslete si, jak z charak-
teru funkei Ize usoudit na platnost
téchto vztahu:

3
a) /1(m—\/'a—:_)d;r>0,

1
b) e dz < 3,
’ 1 V2—cosz N
o /4 22 +1 i 5 L
, 22 -1z 4’
d) / (e" —e™")dz > 0.

4.407. Bud obsah fezu télesa rovi-
nou kolmou na osu z roven f(z) a
piitom z € (a,b), a < b. Je-li téle-
so méfitelné, potom jeho objem je
roven

Dokazte, ze objem jehlanu je roven
tietiné soulinu obsahu podstavy a
vysky.

Reseni. Osa z se ztotozni se smé-
rem vysky a pocatek soustavy
fadnic (z = 0) s vrcholem jehlanu.
Jestlize vyska je h a obsah podstavy
S, je obsah fezu jehlanu rovinou kol-
mou na z ve vzdalenosti z € (0, £)

272
od vrcholu roven Sz*/h”. Proto

[y Se2/h?dt =1

SOu-



