
4. ály.

t. Základní obraty, použití in_
tegrace pcr partcs a substituce.

4.101_. Nec.lrť f' je priniitivní funkcí
k í'unkci / na irrtervalrr (rr, ů). Každá
jirrá prinritivrrí lrr rrkc,. k frrnkci / na
irrtcrval u io. ú) se li;i ud funkcc /r
pouze o korrs{,atitu. Proto budeme ve
vý,sledcích konstatrtu c vynecliávat .

Uvědorrlte si. že i pr.i správnérn
l,yřešerií úlo}ry rnůžetr: dostat primi-
tivní funkci, která vypadájiriak, uež
vÝraz uvedený ve výsledcich. Na.
příklad užitínr jedrroduciié subsl,itu-
ce dostaneme

l
i .t ,ilr ť .^os J, t!,t, = 2 -itt1 ,, { 11 .l

Jaío výsledek však rnůže být uve-
rlena funkce cos 2;r , literá, je vJ,sied-
kerrr i _i'poč1 u

fr
/ 1 sin J,cos J ,l.t = 2 / sin 2r drJ.l

=-cos2r*cz,
Porrěvadž 2sirr? r - 1 = * cos 2n:, vi_
dírne, že oba odvozeiré výraz;l jsou
správné. Ostat,ně derivováním se o
t,rtn snadtro přesvědčirrre . Vy,počí-
tat deril,aci přerlp oklád arré primitiv-
ní funkce je nejlepší způsob. jak se
ujistíme o správnosl.i v.Ýsledku.
a) Ukažie, že na (0, *co) jsou pro

r1
l 1d,
.l l

správné například tyto dva výsledky
ln3c*ci.lnr*c2.

b) tJkažte, že na Rjsou pro

r1
l:r]rJ ,/r2+I

správné napřikiad tyto výsledky:
l,,-i(rÁT+l+r)
1llt ---- *Cl ,'2 \/x2 * | - r,

irr(yfr;1+;l.)*c:.
c) Ukažte, že na (-1, 1) jsou pro

I L ,*l _*"J Vr-.L-
správné oba tyto výsiedky-:

arcsin r: * Cl, ; -* arccos ť + c2^

4.La2. Při počíiáni integrálu
i' cos 2r
| ,7"-,7, d,t

./ CoS' ř Sin- 
"D

postupujte dr,čma způ-oby :

a) tlžijte cos 2* = cos2 r - sin2 r.
b) tižijte cos r sitr r = } sin 2c a po-
užijte substituce / = sin 2z.
Řešení. ilia každénr z otevřerrý,ch in-
tervalů {+k7ť,+{k * l)n), k € Z, áo-
staneme: a) - tgr - cotg ř + C, b)
-2/ sirr 2g * C.

4"103. Vypočítejte použitím zá-
k]adních vzorců:
a) !l - nr3 1 et) dx.
b) {{u * Ju)z du,

c) [ (' ,'\'or,J\t/
d) [Q-9'a*,

J wllul
e) f tgz9d9,

5.4"+i_2.3ř+1f)! | -'. 4C:
d,*,
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s) (* j" zadané číslo)
f tře! -u*tl*dY,Ja"

lr) (c, Ď, c jsou zadarrá čísla)

l (ur' - +i -.) d,,.
/ \- ,,?Ji /

i)
lll . - , ,, d.r.J cos 2r * stn- r:

j)
I L+2t2
l 

- 

í1 |
J ,r0 + t2)

Ř,ešení, a) c - t4 + e' na, ,R. b)

Lu' + .1"'{ú + Lr' na (O,+oc),
c) í-zln|t| -7ftna intervalec}i
(-x,0) a (0, +co), d) (2il2 -L2ul-
|)l{3Jí1)) rra (0. *:<,). c) lBp * p
pťoÝ+ (}+r)". k€Z, f) 20c*
6(i)"/1rr $ ria reálrié ose. g) eY *
l" |pI- rf y na intervaLeclr (-co.0) a

(0, +co), h) cu3 + abl(u.rft) + cť na
(0,+oc,), i) tgr pto t f (i + r)".
k e Z,.i) arc:tg r - 1 l r na R - {0}.

4.ta4. Dvě úlohy, kter:é se dají řešii
aplikací záklaciníclr vzolců :

la) | |r.|fu.
.)

b) [ ftor,| a*.
.]

Řešení. Obě irrtegrovarré funkce
jsou spojiíé a nezáporné. Prirrritivrrí
funkce jsou rostouci. Průběh primi-
tivních funkcí si nakreslete. Sledujte
(zvláště v úloze b)), z<la se spojiiě
napojují jednotlivé čásii. a) }r |rI
na celé reálné ose. b) |ia intervaiu

Gb", }r) zvolíme primitivrrí funkci

r - sine. Na intervalu (jr, i") j"
|cosr| - -cosc, a proto primitivní
funkce je e * -sinr + C. Přitorn
C musi být taková konstatrta, aby
primitivní funkce spojitě navazovala
při přechodu z irrtervalu (-!n,ln)
na (}z, $n,), Odtud plyrre. že C = 2.

Postupujeme dále a za chvíli odiralí-
rrre, že lrledaná prinritivrrí funkce se

rra intervalu * e ((-1 + L);r, (* +
k);r) dá popsat výrazern
2k* sin(c - rk) :2l + (-1)ň sin r.

4.105. a) Několik poznánrek o l]loc-
ninné funkci, která. se pťo o € -R. ob-
vykie definuje pomocí vztahu

r" : exp (a ltr ,r ,) .

a proto se předpokládá, ř,e r } 0.

Pro iracionální a t,eJ.r, je
f ^,a+7
ll:"dr- !--C
J a |l

rra (0,foo). Orrrezerrí na iutervai
(0, *oc) se může ukázat zb_i,,tečný,rrr

pro rrěkteré případi", kreré odpoví-
dají racionálnímu expotrentu. Napří-
klad funkce

jri
x -+ ý:í-

ie spojitá tla Ř. Proto li ní existuje
primitivrrí funkce rra .R a tuto funk-
ci je třeba popsat. Obecně nás tedy
zajimá, kdy funkci

^r-;;J|] ._ VJ", (*)

lze chápat jako spojitou na mtrožině
větší než interval (0,*oc) a jak v1,

;ádřit primitivní furrkci. Proberenre
něko}ik případů:
(í) m,n € A' jsou lichá čísla. Jestliže
pto z 10 označíIne

n/: - ^njv4:-v|L|\
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je funkce (*) definována na lť a je
tan spojitá a kladrrá (záporná) pro
kladné (záporné) hodnoty r. Primi-
tivrrí funkce F k furri<ci (x) ria Ě je

F-r ,.t - 
-n ,I"l\dJ- \t1-1*n*". (**)l]]+n Y

(Povširnněte si. že rn *i- a je číslo su-
dé.) Tuto ťunkci lze zapsat také ve
t,r,aru

tri,. l* " .rrl \.i ,/ - , * \t .I:* + (-'. {-*)nI+n Y

(ii) m, n € lí, in, je čisJo sudé a rr ii-
c]ré. Funkce (*)je spojitá na -řť a pri-
,nritivl:í funkce F je apěi dána r-zta-
hy (**). \i tornto pi,ípadě je funkce
(*) kladná, jestliže r f 0. Funkce i'
je ted"v rostoucí na Ě. (\/šimněte si,
že n,t * n ie rryní liclié čislo.)
(iii) rn. t} € ,\ . nr srtdó, rr suJó.
Poionr firnkce (*) ;e spojitá na, 8
a nallývá kladnylclr hoilnot, jakrrrile
r, + 0. Prirnitivtlí funkr:e F existu-
je na fi, je rostoucí funkcí a je dána
vzt altenr

_+= iE'''' - í,' pro c ) 0?rl+12 Y

a vzt alientnr-
if tm+'l + (,pro r,( 0.ln!tt Y

To lze zapsal jedrrírrr výrazem plat-
ným pro všechna r € fi takto: 

:

m*n v

b) Crl lzc řícj o posledrlínr zbÝvají-
círn případu m,ŤL € 1ř, m liclré a n
sudé?
c) Spočítejte J' i,C:ar,
d) Spočíiejte f {ďd,z a srovnejte s
4.104.a.

Řešení. c) }eW rra reálné ose.

4.106. Některé jetlnoduché úlohy,
které se fornrálně řeší suilsi,itricí, .je
dobré pomocí drobné úpravy vyřešit
přímo, l{ apr'iklad počítárne

/ sin(3r - 2) rtr

= * .l3 sin(3r - 2\ clt

- -| cos(.3r - 2) + C
a substituci vťtbec rrevypisujenre.
Podobně (eitatel ve druhérrr výr,azrr
je derivací jrrrcrror.atele)

Itlf2t
J ;Ť+Jdí = ,; l ,* +,3'l'
=}Iniz2+3)+C"

Při integraci jedriocluclrý,cir racioná.1-
níc}r lomených firnkcí se někr];, veš-
keré úprav1.onrezí na pi'ičtt-.rrí a ode-
čterrí vhodrrélro člcrrrr v čitateli ajed-
noduché děleni. Napr'ílilad

I t2 +2t
ldlJ r*3

=í
r(r*3)-(r*3)+3

dr
J:Ť\)

= f v- l)dr +3 [-!-,l*J .J l,-:1
=*r'-e+3ln|r*3|+C

na kažtlém z tčchto dvou ot,cr,řerrých
intervalů (-*, -3), (-3, +oo), Ta-
ké vhodná úprava funkcí pod integ-
rálem usnadní vÝpočet_ Například

Í ,o* z*cos ]]r dr
J
1r

=, J (cos5rlcosr)dz

: $sin5e:+\sinr*C.'.
Spočítejte tyto irrtegrály:

f.5I 
-1a) l \"_ a*,

, F""
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b)

c)

d) fr

J e" sine'dr,

1*1[*'+la*,
l" (_#, tft), ") }In|2t* 3| na

obou intervalech tvořících rt- {- * },
f) -.i,"-" na E, g) } rirr6 , nu
ji, h) -ln(i * cos2r) na R, i)
3J? + 4 na -R, j) |(t * 3)7 nu R,
k) } ln(|z - t| l l, * 1|) na každém
ze tří inter.ralů tvořících j?-{*1},1)

-} cos 3Ť na ,R, m) |(u - ! tn |Zy +
3|) na intervalech tvor'icích ,n - {t},
n) - (to*+ ln Itu*2|) na irrtervalech
tvoi,ících Ě-{2}, o) jr2+c+in Ir*
2| na intervalech tvořících Ě- i-2},
P) - }cos3r + jcosz rra /?. q)

} sinr*j sin 3r rra fi, r) - ln I cos uj

pro u t' lzr *kr^ k € Z, s) }nisinž1
prott'kn,k€Z.
4.107.Irrtegrál, bez rrěhož se žádná
sbírka úiolr 1166§"jde, je

[-L6,J srtr r
Pro jedrroduchost budeirre ir]edat
primitivní frrrikci pouze lla interva-
lu (0, rr), Tradují se tl,to tři netod1,,
jejichž uvederrí je rrložné ospravedl-
nit tím, že se rieclrají okoukrrout tri-
ky, které člověku přijdou vhcd i u
jiných úloh.
a) Vztahsine =2sinicos! asub-
stituce tg á = í dovolují postupor-at
takto:

}1
.lL_e) J 2t+3'l*

f) [,r-",!.,.,.l
r.g) 

;l 
sirl" r "os t rlr,

/ sirr 2.r:h) l 

-r]l

' .l 1 1 cosr .t,

i) {-Ld,J Ýl:'*4
fj) 

| 
(-, * :j)o dr,

k) [ -}-o,,l :" 
- 

l

l) 
;l 

sin 3í dl,

rrr) [ ."' Or.' J '2a *:]
l2+lt;tI) .l ,- * 

nr''

, lr]+i]r,*3o) .l - -Ž o''

f
P) .l 'r" 

* cos 2r c/.r.

q) 
.f 

sin r silr 2r d*.

r) 
Jtsudr.

s) J cotst dt.

Řešení. *) á." * \e-z' na .R, b)
*cos(e") na .R, c) +\fi'+ lP ".
n, d) -+vrr-\Fr tia inlcrva-

rlrI,1ll ' rl:,= l,/.inr** J tgi,os:i ,]

= [ !d/ = lrr lr + CJt
=int,s!+C'z

tra otevřetlérn irrtervalu (0, r). Sle-
dujte, jaký interval probíhá l. kdlž
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;r se pohybuje v irrtervaiu (0, n).
b) Integrand rozšíříme sin r a v_vuži-
jerrre sin2 e: = I -co§2 r a srrbstituce
cosll,, = z. Potom

t-]-,t,- [-sin,l'o*/ .i"., ** - J Io*:.r, - l'"'r1
= / 5: , d; (poclle 4.]00,k)

, :z _ |,J-

. I - cosz
-ll,, 

- 
-(:- ,rlr l ], l -]- cósí

rra otei řenénr interva}u (0, a,).

c) A ještě trik s iedničkou obratně
za,psanou, který už znárrre z ú.309,a.
Pro vyšeiřol,aný iritegrál postupně
dostatreme

1 /cos2*+sirl?5_ I 

- 

- t_!.r2J cosisinf;

_ / .u* .n 

-d, 

"' 
Isrť rlr

/ sini] ') J cosf 2

=lnsin;-'".",ina'
=lntql+C

l

na oter,řenéni irltervalu (0, ir).
d) Ověr'te pomocí vzlalrů mezi go-
niometrickými furrkcerni, že vý,sle-
deli v a) je ekvivalentrrí výsledkrr na-
lezenémLi v b),
e) Vhodnou transformací se ně-
kd1. podaŤí převést integratrd na
funkci, jejíž primitivní funkci zná-
rne. Například, rnánre-li ira intervalu
(-*",}rr) najít

{'o*,J casu

S pomocí části a), b) najděte pri-
mitivni furrkci (*) a přesvědčte se o
správrrosti vý-sledkrr derivor.áním.

Řešení. ei ln((1 + sin trr)l cos tr,) na
l11,(-;rr, i7rJ

4.108. Použitím integrace per pax-
tes se sice u těclrto úlolr funkce pod
integráiem nezjednodušuje, aie in-
tegrál lze takio v3,,číslit. \" některých
případec}r lze yloužíí, i jinélro postu-
pu. l,trajděte integrací per partesl

a) Je'sinrdr,
t,) [ e' tos,l: rlr^
\rc,) Je,šnJ,ilť.

d) /'!1 r,.
.] ,I

ei ./ cos2.r dl,.

f) t e-' cos2r d,l:,

c) / cos(ln c) dr.
h) Najděte primitivní funkci v c)
použitírn substituce r : -z avý-
sledku příkladu a)_

Ilešení. a) }e'(sirru - cosr) na
R, ir) }e"(sinr * cosr) na ,8, c)

-]e-"{sin.ť+cos;r)na R. d) ] tn2r
ni it],*co), e) .j{r,+ sinr"cosr)
na rť. f ) i.-'i2 sirr 2.1, - cos 2r) na
fr, g) jr(cosllrrl,} -t sin(ln r)) na
(0, +co).

4.109. Výpočet začněte tinr, že uži-
jete integrace pei partes a potomja-
kýkoliv obrat, který, usnadrrí naleze-
irí prirnitivní funkce. l{ajděte
a) ! te*' dr, b) f t2e3' dt,
c) /12sin rdr, d) J t3),nrdr,
e) 1[ arccos r dr, f) f t2 cosz t, dr,

í*i

převedeme tento irrt,egrál substitucí
t=!lr-u) na

f1
- l -= /r pro .r, € (0, r),

J sllr J
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/' arcsirr . /.rR) l ---!:- dr,
J ,/1-x

h) 3[ r: arccos c d-u,

-, t arcsitr rtl l :d.r-' l r/.r*1
j) .f x atctgr dx,

k) / tn(r3 * 1) dr,
l) /c(arctg t)2 dr,
rn) / sirr (ln r) dr,
n) f r" In t dr, (.n + -i),
o) ! eo" cosnrdt (a.n + 0),

p) (použijte ,1.108.a, b)

í *'"'sin r dr.

Řešení.
a) -(r * l)e-' na /ť, b) *(-9r' *
6r + 2)"3' na ,€, c) (2 - ,') cos J +
2rsínr tra €, a) $rli+ln:r - 1)

lia (0,1oo), e) r arccos t - t/t -}
l]a itltelva[u (- t, i ). f ) *r,' +

{*? sirr 2t:*\r cos 2r-{ sitr 2r rra R.

ď *Z\/T -i arcsin /F12lT tra in-
tervalu (0, 1), h) }a;3 arccos e-}(2+
t)lr/T -T na intervaiu (-1,1),
i) 2.n6lTarcsinr * 4y'l-T lra

{-r. rj. ;1 |{r' + t)arctg" * i,
na ce]é reálné ose k) r ln(r2 1
1) -2r * 2arctgr na.R, l) i(r'+
1)(arctg ,)'+ + in(r? a 1) - u arctg *

rra fi, m) }r(siritnr - coslnr) rra

(0,+oc), rr) frc'+1(ln, - ;fo)
na (0,*oo), o) ;#("sinnr *
a cos nc) na fť, p) *(-' - 1) sin r -
(, * 1)'cos r)e" na celé reálné ose.

4.110. Integrand v 4.209.o je reál-
nou částí funkce

x + p,(a*in)c ,

a proto mŮžeme v_vužít vzorce
f1
| ,b' d, - |uu' + C. (*).l b

který platí pro každé komplexní číslo
l, + a.Primitivní funkce je reálnou
části funkce

I (o*ir),
:ť * --- i t, '+ C'. (**)

a+2n
a) Co dostanete, když do (*) dosa-
díte ů = i a získa,ný vziah rozdělíte
na reálnou a imagirrární část?
b) Spočitejte 4,108.f a 4.109.o.

c) Co je imaginární část funkce de-
finované výrazem (*x)?
d) Integrál v 4.109.p najděte jako
imaginární čásť integrálu

1 rzeÍ+;)' dt.
Proti 4.109.p je zde irrtegrand sou-
činem pouze dvou funkcí. a proťo je
možná použití integrace per partes
snaclněiší.

4.Lt L. ýýpočet začriěte tínr, že pou-
žijete vhodné substituce. Spočítejte:

|1a) |-^-=-odt,
J ý L- ZDJ:,

lr) { --.l: ar.' J (arcsin.c)3t/1 -t2
r cosřc) l _d:t,J Vsrn" r
r ^2t ^íd) l' -'rlr.' .J e"+1
t

e) / exp(e" * r) dr,
J

f/;

f) l Y* -,],r.' J 1+ t/t3
f_

8) / arctg 1/r d:t,



/ lníll) 
/ ,.1r 1 r,, -1 

d-

Řešerrí. a) } arcsin5r rra (-},l),
b)-f(arcsinr)2 rra (-1,1), 

")3ť/sinr pto r f rk, k e Z, d)
r:' - 21rr(e' 1 1) na /?, e) exp(e")
n:l ,?, í) j irr(t + .Á31 nu (0. + x).
g) (r+1) atcígl/i-yG na (0, +oo),
h) lrra:-in |lnr * l|na (0,e -1) a na
(e -1, +,cc).

4,7í2, Péle-méle:
a) J'12 sin 13 dr,

b) I'fff,,-.
{ *in3 r ďr,

.f ťi ar,

I cotg2 w d,u,
lur.

.J r" Cas- r dr,l
P-1

.] e- Sln- ,r d.U,
r q / ,\ ,
J tr* exp|í,] dí.
! t cas 12 d.x,

l !_ a,..l :]+e"
/ sin? r cos r
l _. . . , da:,
J 1+Sln-u
/ r arcsin r
l 

- 

tlm
l /1J vI-x-

(o € R je zadaná konstanta)

Itl/aa*1o

na F, lr) ]2 e.xp(r2)(r2 - ] ) na R. i)
jsinr] na,R, j) e" - 3in(r'13)
rra ,R, J<) sirt z * arctg siir r rra fi, l)
t - JT - ,P arcsitr c na (-1. 1), rn)

frtS"-'lo){o t, ,yl rra {_o. 1-oo).

4.113. I v úlohác}l, ktcré jsou věci
rutinního výpočt,u. je iřeba postrr-
povat s opatrtrostí. Funkce

sin r
ť+-

1+sirrr
jc spojitá na (-};r, trn), u proto tla
tomto intervalrt existu.je prinlitivrrí
fulrkce. Její výpočet začlrerle ta,k,že
rozšiřínre zlonrek 1 - sin r; ciostir,tle-
I11e

/ sili ,r - sin: .r
| _, rl.t
,,| l -sin-:;r

{1sillr L ,\= /{ , - D ilirlt./ \ cos, J cos- ,l: /

=1(r)*r*C,
kde jsn-te pro stručrtost označili

l
r'(r) = ^ -lgr.

Právě popsa,lTi"U.. F je defirrova-
ná na intervaleclr (-} n + k;-,itt *
kr), k € Z. Je potřeba vzít dva ta-
kové intervaly (ř : g, i;

(- }", i n). (j;r, I zr).

aby se nánr podařilo tér,něř pokrýt
interval (-*" ,1r}, na němž hledá-
me prirrriťivní funkci. Porrěvadž

lirn_ ,_Fír)=0.
nrusíme v bodě }r funkci ř přiřadit
hodnotou 0, abychom získali funk-
ci spojitou na intervalu (-i", B")
Podle 3.509.a zjistíme, že F má

c}

,r)

e)
f)
c)
rrl
i)

j)

k}

l)

ín)

Řešení.

") -i cos.rJ na H, b) r arcl.gJ -
} in(l + ,,,21 - {1arctg r)2 na fi, c)
}(cos3 ť - cosr) na Ě, d) |cýT na
Fť, e) *cotgtl - u, pro r t' kr, í)
lr,3 +\*2 sin 2c+ }c cos 2r- } sin 2r
ira R, g) *r' (1 - f sin 2r - } cos 2r)
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derivaci roynou integrandu v kaž-
dém bodě intervaiu (*i",ta,). Tak-
io rozšír:ená ťunkce je teprve lrleda-
nou prinritivní furrkcí na intervalu
l 1- 3-1l-r/,,/l l.

ostatně snadno dokážete, že
pro všeclrna, r e (-ltr, !ri) platí pro
rozšířenou funkci ,t'tento vztalr

11 ,,\_cosf;-sin$l\J,l_--u,
cos; + sln;

4.LL4. |iěkolik pi,íkladů s goniorrret-
ricliými ťunkcenri v integrandu. kt+
ré lze řešit obratnými úpravarni:

a) / .or' , dr (4.108.t ).,.l

b ) l sln2 .r ,],t: .

c) / cos3zd-r.
J rld) l =r: ^ d*,
J Sln' ť cosz ťr1e) l --:_ ar.' ./ sinoc

f) l"in'rcos4rd,rl",^,-r^
8) ltg"tdl.

.J

lr) lsiltarr!r_,,l
.. t 1+cos2zl)l,dr.

.l cos'ř
Řešení. Pro stručnost vyneclrálrre
určení intervalů, na kterýclr jsou ní-
že vypsané funkce firnkcerni primi-
tivrrími.
a) !12r *sin2.u), b) {(2r-sin2;r),
c) sin c - | sirrs c, d) (zde si povširrr-
rrěte přítomnosti faktoru 1/ cos2 c,

který, se hodí při substituci tgr =

') -*(tgr)-u - Z(ter)-1 + tgr,
e) (vezmeme v úvahu pr'ítotnnosí
l/ sin2 ,) -i cotg5 r - t cotg3 r -
cotg r, f) fr (ar-sin 4r)-l.*! sin3 2r.

s) } tgz r f ln jcos c|, tr) $ sin .1r -
{ sin 2r + §r, i) 2 tg r _ Š rg'r,.

2. Integrace raciorrálrríclr lorne-
rrýclr funkcí.

4.2Ot. Začneme užiteční-rni obratv.
a) Výpočet

[ fu*4
l _., __.d.t (*)
.J x:,+óJ:+a

v_t žaduje rozkiad
3r+4

-2,1Je 1-)e-řú
2r+3 1

a 1í-- " t2*3r-p 5' " r,2* 3r *.r
Čitutel prvního rýrazu vpravo je
derivace jmenovatele. Snadno rraide-
me, že " - 1 " § = -!. Poněradž

1

f;-'+ 3r| + 5

/ \,]í-Lír+i)) ]
\Vl ]' :J/

dostaneme použitínr jedrroduchý,ch

substitucí, že integrál (*) je roi,en

t tn(c2 * 3r + 5)

-;ft arctg hQ" + 3) + C.

b) Pro n e N odvo<i'te integrací per
partes rekurentrri formuii

4

1l
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l l 2n-1T-/n+1 =ň(ír|1 )"' *'",
kde

_filn= I-dt' J (i+tzl"
(J. Štěpátrek: Matemat,ika pro příro-
dor,ědce I, kap. 15. příktad 6.].
c) Kořeny jmenovatele jsou navzá-
jein různé, Napříkiad počítejme

fL
'_Li.l'..l l:" - tz - 2:t

Je lr3 - 12 - 2r = t(]: - 2')(r * 1),
a proto nrusirne najít Á, §, $ vyho-
vu,jící

,1

1

x,3 *;rú
ABC,

j,-2' 741 ' 1
pto r { 2, -1,0. Násobenílr výra-
zem r(.r - 2}(* { 1) dostaneme

1= Ar(r + 1)+ Bt(* -2)
*C(r-2)(r+1).

Tent,o vztalr se redukuje po do-.azení
t=2 na l=6,4,
r=-1 na 1.=3B,
e=a na 1=*2C.

Proto hledaný integrál je roven

f tri |r -z1+ $ ln ic+1l -; in |r| +C
= } tn(|r * 2l(, + 1)r/|ci3) + C

na, každém z otevřených irrtetvalů,
které vytvářejí /? - {-1, 0,2}.
cl) V c) rrajděte koeficierrty A,B.C
porovnátrim koeficientů u mocnin
proměnné r a řešením příslušné sou-
stavy. Srovnejte pracnost v obou
případec}t,

4.202. Spočítejte:

5r+9*-r---1; dt,
ř' -i- ,l0

J:l

-Qli.

rJ-Jr*2
-'l1 ,-,J-

13+2ť-3r-l0*"'
l^2 , t!l4 -l- 1

(t2 - 1y 
at,

í')- | !4J ,Ť ,)

a)!
b) Í

lc)l
d)Í

e)Í
(r + 5)(r * 2) "''''

r ,>-? t:.f) l#,|*,.J fi-- Dr,+t]

s) { --=]- o*,ól .l ,n_3r2+2
ft5+ra*8Ir) l*i .-,]r,J !x"-+x

ť ,^2 l 1i) l ,"Ž -}- rlr,J lr," - I),
r_2j) 

J e"-- *zri-,
k) [ -_-, ], _ o,,

.J t" +:x, + r,+ L

l4I) JĚro",
, f ra+1m) J ,'_ra,_td',

n) [ -:---j__ U-., J *n*2r3 12l:2+r**'

o).Í ffio,,
p) !r'i*"
Řešení.
a) t l,nl12 + 16) + t arctg({c) na fi,
b) -.](r- 1)-1+fr tn11"- 1|l|r+2|)
na E - {-2,I}, c) ,rg ln l* - 2l -
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$ t,,1"? * 4o + 5) + ř a.rctg(r -t- 2)

tra, .fi - {2}, d) } ln1;* - ||lj +

1|) - 2r(r2 - i)-' na,R, - {+1i, e)
ln (r - 2)(r + 5)l na fr - {-ó.2}f) $ t"11* _ vtrill- + vz} +

;fuln(|r * rtllw + vTl) na fi -
í*ý1,+,/3}, s) } lnllr: _2lllr'*
1i) na íi _ {*1D,,*1i, li) i*'+
}"*,'+ 4r *tn(r2|t - 2l'l|, + 2i')
rra fi - {0, *2}, í} - nlQ:2 - i): na
n* {+1}, j) (6 - St) l |.t2 - 3r *2) *
aIn(jt * Illl, - 2|) na R - í1,2},
k) jarcigl + }1n((ť + \2/k2 +
i)) rra .R * {-U, l) { tir(|r -
Il l y,,Er+ 

" + t)+ ;f, arctg( ft{Zt+
1)) na R-{1}, nr) {(r+1)2+ioilr*
|l\,6Ť+ |-arctg z rra.&* it}, ,)
tn(il| /|r*1 |) - fr arctgÍ} (:r+t))
na €-i-1,0}, o) 1(2-ť)/(1,2+2)*
|n7la] 12 - # arctg(;f,z) rra Ě.

n) fr,r/(r2 + 9) ,r *r l@' ,F 9)' +

S arctg(}r) na E.

3. SpeciáIní substituce.

4.3{i1. Spočítejte:
,/1a) l lr * ""s 

o,,

b) { -) ^a*,.J e"+e--l
ť-t1

c) l'-',],r.' .J e'*í
d) [ -J- a-.' J ,/I+r"

Řešerrí.
a) r * 1/'(1 l "'; - t"lt { e") na R,
t ) -i"+ } ln |e" _ 1l + } tn(e, +z)
ne ff * {0}, .) 2ln(e'* 1) - c :
2h(exp(}c) * exp(-{e)) na .R. d)
h((vT+ď *L)l6/T+ď +1)) :
21n{t/T a e" - 1) - :t na R.

4.302, Spočítejte:
r1a) J T +Gd''

b) ["'*!)l:a*_l {I+r
c) Í L,f L-' a,' J r Vl+r
d) {'t. Eo,,J :x+Ýr
e) fiednoduchý příklad)

f L l1T;.I "tt- dí.
-l í,Y í

f) (s}ožitý příklad)'r l ,f2l-+I ,

J ,-ý r+Ia'r'
1 JU 51tI ---:::- d:x.j Ý2t*3-r

[*ffio,J r-|ý2+r
Řešení.
a) 2r/r - 2ln(l + J4 na (0, *cc).
b) 6fiTT;F(*(, + t)'- i(i +
-) + |",/T+t + }) nu (-l,+cc,).
c) h(h^ + r - ýlT -i\l (JT+ t +
"/|- r)\ +2arctg(yl- r l,trT|
rra intervaleclr (-1,0) a (0, 1), d)
4{, + 2ln(1 + 

^/i) - 
4 arctg ď, nu

b/

h)
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(0, +oo). e1 -J{{l + r,73lď naln-
|erva]eclr (-*,-1) a (0,+oc), f)
-tl(t'- 1)+ } ln |t - 1|- * ln(i'+
l + 1) - ;! arctg(fr(2t + t;), tae
t ' ;/Qr'4 qllr4 n, na inlerra-
lecir tvořících ,t*{_1, o}, s) -itr-
4t - 91n|r - 3j + ln(t t- 1), k<le í =
ýEt |3, na, intervaleclr (- |, ' ) a

(3, +oo). lr) f ta -3t'* t tn |t - t|+
§ tnit2+l+2) - }ft",,tgl.jllzt+
1)), kde t = {2ai, ria intervalech
(-o,, -1) a (-i, *cc).

4,303. Ii integraci výrazli s go-
niornetrickýrrri firnkr';errri v integ-
latldu používárrre růzrié sulrstituce.
Použijerrre-li substituci ú = tgr, do-
starreme suacltto

[--]_ar= r 1

./ l+ jj.lrt,r .| aapd|'
= } arctg(2 tg t) * C.

Poslední futrkce je ciefirrcvána rra itr-
telva,lcclr (,-!" + kr, j;r + řa,), ,t e
Z. kteú označíme 16. Poněvadž irr-
iegrand je funkce spojitá rra ,R, pri-
rlitivrrí fuirkci bychom méli určit ta-
ky jako írrrrkci na fi, Kdybychonr v
tonlto srrlěru chtěli skrrtečně postu-
povat dá.le, dostaneme se do siiuace,
na kteror.l jsrrre narazili už v příkia-
du 4.i04.b - mán,ie vhodnou volbou
kotrstatrt1,, C spojitě napojit primi-
tivní funkci v bodeclr, kde se inter-
valy .16 stý,kaji. V příkladu 4.t04.b
jsme viděli, že takto popsat prinri-
tivrrí funkci může být pracné a výsle-
dek nepřehledný. Proto se v dalším
obl,ykle spokojíme s tím, že řekne-

n-}e, na jakých intervalech je naleze-
ná funkce primitiviií funkcí,

Pozorně .je třeba postupovat při
výpočiu určitého irrtegrálrr. Mecha-
nickilm počítá,ním b_r,clrorn d osta]i

f"1
l , _ . ". til (*}
Jo l*Jstn'l

.lJ=,
= { arctg(2 tg*)| - 0

IJ=\], l,ýsledek, který je iresplrávrlj,. rre,

boť integrujeme klac]rrou lurr]ici. Je
tr'eba rozdělit irr|egrač:ní obor na itr-
terva,l_v- (.a, !r) u (in,a-). Tím dosta,-
nelne t]va integrály. Sir}-.siitucí 9 =
il- - ,, ve drulrém integrá,lu zjistíme,
že dr:rrirý integrái je rovcn prvnímu.
a proio hledarrá liodnol,a (*) ie

l-
fil 1ll ' , d.r,-ln l+3sirr2,r

= lim,_+r_ arc|g(2 rgr) = ]n.
Spočítejte (*) tak, že napojenírn
v bodě { n,sestrojíte prirnitivrrí ťunk-
ci na iniervalu (-}t, |;i").

Řešení. Primitivní funkce i- je dá-
tTa vý,razem

} arctg(2 tg r) na (-!tr, }r),
1- pro r = }zr,

*" + * arctg(2 tg r) na (Ž",žo).
Proto hodnota irríegrálu může být
také vyčíslenajako

F(z)-F(0) {=}n)

4.304. Rczhodněte, zda použít ně-
jaké běžné substituce, substituce í =
t80, nebo dokonce u = t8 {c * spo-
číte.j te;
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l^a) 
./ 

sin" r cos" rdx.

r sinzb) l-d*,J (r - cos ť/,
,rlc) J tarud''

d) /,--j*r-,
rle) l;.-- , -a*.J (Sin ř + cos íJ-
l1f) l=---: _d*,.J ls|n J - cos J -ř i)

r1
8) | .-;-- dr,.l ;)++slnť

l,) | ---}_- 
ar,

_/ srn' t * tg," r
i) /,. ,-] _ - d,,,l (2*cosr)sirrc

j) l' , ' ^ or,
J sjn il, cos'| ť

k) (zkriste 9 : cosz i í : t8ť; po_
rovnejte pracnost)

f _=_}_ o-.
./ sin'r cos,5 .r

l) /,,*;o''
|2-sinzm) l* dr,

.) d+cosr

rr) [ :-':- a.r,' .l 1-tgr
Řešení, Funkce uvederré u těchio a
dalšich ťiloli jako řešeni jscu primi-
tivními funkcemi na každém interva-
iu, }rterý padrre do jejic}i přirozeného
definičniho oboru. V některýc}r pří-
padech - podobně jako v úloze 4.303
- inusí prirnitivní funkce existovat
na, větších intervalech.

a) $ cos3r (3cos? r-5) b) (cos.r-
1)-' .) i(, + lnIsin;r + cos.rl).
.t) *- Satc.tg(Ótgr) e) -(i -r-

tgr1-1. f) ;|ur"rg(7i:rr,:.i +

1)), g) ;arctg(á(5tE; t ])) lr)

-} (coig * + #arctg(-L tg.r) ). i)
(uýirodná suLst it uce: l/ = r,rl: J, r |,li-
rrritivití lunkce jc I ln1l t - , ,s,/, !]-
crls r)2 f (i + cos r)3); se su},sl ii rrci
l = i3 ií rlosratt,,t,I. r,rjr.,i,'. -

ní funkci v proměntié 1 r,l, tra
ru j 1r, (lJl(l? + 3)), .j) (t,,,s .r 1-1 -
,,|í.osr)-3-1i,,i,o i, ki,,_,,,,I

Žtg'* - }cotg2;,*.]]tl ,ilr, l)

fi;, + fi in |5 sirr z * J c,-;s .t lrt )

fi arctg(rt ig }r) +11ri2:-cr-ls.l . ll)

] (.orr (c.os,r * sin r;) - in "os.l
sirr r; i).

4.305. Spočítejte

{ -\--,1,./ sitl" .l,

těnrito dvětll a zpús.,,ll1,.
a) \iyuži.jte substitrtce l = ti -J
b) Rozšir'te lrltegratrd stn r, r,;,rlu ij
te siti4J = (1 - cosl r,)] a za,,-.i't
slbstitlrciu=cos;r.
Řešerrí. a) Prinlitivrrífunkce i p:.l-
nrěnné t j" iin|tj +;it'- l-,,
Dosazerrín za t a vl,rržitíilr r,;u tajt1_1

cr,s4 ]e, - sina ];: = cos r (lc,,.iatl,:-

rne prinritivní lunkci \]c l varll
_L ln li,, ] ,"| - l cos.r.sit,- l :.] ",|,Ď !" j 2

b) Priniitivní furlkce r. prot.lětrtié rr
: j l._ ll-u L vJť 5'|lýrlu-1|-v,
Dosazením ža u se získá ví,sledek.
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4.306. a) Využiite 4"30.{.c a 4.304.rr
k výpočtu

[ 'o"| 
* 

,,,,
/ 1*tgr

b) !'1,,užijte 4,305 k vý,počtu

I l ,-
lc

./ cosJ z

Řešerrí. a) j(Zr + cosr(sinz -
ct,s J,) -- lrr |"65 .r - sirr .,,| ), b)

|,in : cos-: : - j ln itgt{,r* i.il
43a7 , Použijte substituce l : tg 1a;
a spočíte.jte:

.r) Í--!_o-.l sill .ť + CoS ř
"2b)/,*''l',/r,,

./ SlnJ+CoS;l,

c} / .''n*'o'* ,r..' / sitrr{cos.r
Řešerrí. Označme pro jecino duc}rost
o(l) = (t + vD _ 1)lfuz+ t -,).

Pototn prirrritir ni frrrlkce 1- pront(iil-
né ť mají tvar: a) {.2t"1o1t11, U)

lÓt" lo(í)I -- (t + \)l(t'+ 1), c)

- *utrt"lo(ť)l + ft - 1)l{t2 + r.
Poclie 0.305.d je tg lr = .,/t * t.
Dosadíme za ť nejprve do iD(l) a po
snaclné úpravě dostanenre:

o(tg}r) = i*, #É+ffi
I)oclle 0,205,c je terrto výraz roven

t.lE+l)-Itg({"+jr)
Prirrritii ni funhce jsou:
a) F(r) = lóIn ltg (*, + *")l,
b) j (etrl - sin r - .o. *) ,

./ \c) -á (P(*) - sin r * cos rJ .

4.308. a) Řešení riloh v 43a7 za(
rrěte uplatněním postupu z 0.308.a.
Ten dává

|nÓ(r""r * silr c) = sirr(t + i").
Proto integrál v části a.) je roven

]: t--L_ r/r
JŽ l sinlr + i"i 

*'

Substituci r * lr = 3/ a použitírrr
výsledku J.107 dosi,anerne pri miliv-
ní furrkci.
b) Postupujte stejrrě v úlohách
4.30T,b, c.

c) Podobrrě (a s porrocí 0,203) spo-
čítej ttl:

n2/ Sln ?]l , rl,r.
J sttl r -l- 'J cos r

d) Řešte 4.30?.b tak, že píšete
sin2z = }((sin2u -cos?el)+1) a
irrtegrái rozdělite rra dva a využij,
te 4.307,a. Podobrrou úpravou řešte
4.307.c.

Řešení. c) - {(2sinr + cosr) *
# tn ltg(it, + arctg 2)) 

|

4.309. Spočítejte
r-_
l Jt - ,'d,r,

.l
použitim vhodrré substitrrce i integ-
rací per partes.

Řešerrí. +(r\tr:F * arcsin r) rra
(-1,1). Lze použít třeba substitu-
ce siní = J; při intcgraci per partes
pište 12 - 1 - (i - r') a integrál
tozložte na dva.

4.31_0. Integrál

[-Lu"J r/I+t2

),,)



spočitejte několika způsoby:
a) suilstitircí "rťTF = l: *t,
b) suhstitrr,,í yf1; -- J,+l.
c) sulistitircí \r|T7 = 11 rt,
d)subsiitucír=cotgí,
e) sui:stitucí g = sinh u (pomocí hy-
pcrbo}ickýcir fttrrltcí).

Řeštlrrí. lrr(.r * v[T+-T) ria R. Po-
stuil nirvrirovaný v d) je podrob-
trě popsán ve skriptec.h J. Štepárrkal
X,fatelrra,tika pro pŤírodovědce I, I{a-
pitola 15, pr'. 12, Pro postup e) po-
tr'ellujetrre zri át clefi rričrrí vzta,h.v

sinll rr : !1r."' - e*"),
coshu:+te,, +e*")

a. tvto jeclnodrrc}ré vla,stnostil
(coslr tr)' : sinlt,tr,
(silrh,u)' =.c1llr u,

coslr'u-stttlr-u= [.

Jalt v3rjádiit lr; pomocí u je popsáno
v 0.c\07.a,

4.311. Spc,,:irejt e

a) pro o kiadnér1l '_s'
l 

-Uúl

.l ýa! r:
| _b) | Ý:+t2dr,

J

c) [-:!::ar.' .I \/3*4r-4t?
ll

d) l -___d.t.
J Ý-lt'-6t

Řešerrí. a} ln(r * ,fF + r) na
Fi (substitucí převedeme rra ťllolru
4.3l0), b) *("r/tTlT + llr(r *
\ÁET)) na It (použijte integrace
per partes rrebo vtr<rdné rnetody ze
4.310), c) } arcsin(e- i) "u 

('-+, ;)

(pouhá substituce). d) arcsin i(r; -
3) na (-6,0) (porrl,ti sullstituc,:).

4.31"2. Integrál
r1
| -r= .a'J ví" -+

spočíteite několika zprisob1 :

a) sullstit,_tcí fiŤJ = l,-]- 1

tl) substituci r/xz - += -.ť + /.

c) subsi.itircí :t ,- 2f siní .
d) l,:ubstitilr:í r = žsirrh rr.

R.ešerrí. lu |r * \/;'-1 il;i itiiet,
.,n|, clr (-\.-2) a (']. -\ |,

4.3i3, S1ločítejtt:
f 

-

ii) / ýtU-,r:d.r,,
r _:

lr) l---:,ir.
.J ,,/' - ,:

Řt:šeni. a) integr:ál ize srli]:1 L'. ii,
cí 1lřevést na ].3ů!]: pr;rrlitir iií i,trr,
kc,,,j,- Sarc-itr i: - n_", ,"- r ,

(-.i,,1), b) i arcsin {.r: - ;.r ,, ] - ,-
rra (*i}.3) (substituce 1, = .j srlL / j

4.3L4. Irrt,egrá1

r /1+ř .
l 

- 

dJ.
,l .t

spočítejte riěko]ika zpúsollr :
a) siibst,itucí r = sitrh u.

b) suř..,stitut:í t = iEy,
c) srrl,si irrr"í r,/iT l = _L : l
tl) srrbrtil,,cí V'iTF = J, r l ,

e) strbstitrrt:i {|+ |F = 1 + z,í.

Řešení. prirrritivní furrkce na inter
valec}i (--,0) a (0, *-t)je tvairr

, _
JiŤ+|1,L,tn/$] I:l

j ÝJ" 1 l* l
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V případě c.) má primitivní funkce v
proměnlré t tvar

]l, , ]r, r l1-1;(7+il+tn /+1 .

Po dosa,zclrí l * r * rIF + L dosla-
rreme vý,raz, který má jinou podobu,
než (*), \ryužijerne-li vziah.u

l ,1 
- 

q^ f)',-l,- t - ZVé -r r!

který také dosadíme do posledního
výrazu y

, ír_ll |ýT-+l tt ,+i-]
-'' = * ltl.-."'/+1 ,,4-): z lL!-_?' ,"/t -|||-

dostaneme u ase výraz (*).

4.315" lntegrái (výsledek znárne)
fIl 

- 

rl.r
J y/I-t!

zaPište ve tvatu
r 1 n*
l ,l" - dr.! t+ rV ] -r

a použijte substituce í? = (1 +
t)i(,l - :r;). Ponrocí získaného vý-
-s]edku odvodte vztah mezi furrkce-
nri arc.sin a arctg. Pokuste se potonr
telrťo vztah odvodit přírrro-

Iiešerrí. I{romě arcsin je prirrritivní
fuukcí lra (-l, 1) tato funkce:

2 arcig v(l +;m l - íJ.
srovrrárrím v bodě c = 0 dostanerne

ir-l-arcsin r=2arctg

pro všeclrna ť € (-1, i),

4.316. Spočítejte:

ai [ ___}_ o,' J t+r/tz-I-tf l

r]) { 
-:}:: 

O-' J lýgz*r*i
Řešení. Porižijerne substituci

ť:-r* vrZ+r+l
Jestliže pro je<lnoduchost označínre

,/i = ,/r'Z ', *:, 1,

platí tyto vztahy
t=(t2-L)l(2t+1),
Ji=(tr+l+l)l(2ť+1),
at = (z{Í1(2t + 1)) dt.

ť+l-r*l-i-V?,
2t+t=2r*L+2VT> 0,

t2 + t + ] = (2z + 1 + 2\/a)\/;
a) Na ,?,- i._1} dosadírrie za ť do
lr(n(ta 

/ {zt+ 1)u) + 3(2' + 1)-r),
b) Po sirbstituci dostarretne

ž { _l(L + 2\ 
,ttJ (lr+L+1)2

2(l+l) , /.
----t t2+t+i "

Použijeme výše uvedených výrazů a
po rozšířerrí vÝrazettt 2\/; - 2r - 1

dostanetle rra ,R primitivní furrkci

3t" - 1)l,{ií * J, L I

c1 !1+t2 +zt+3)/(2l+1)+ j tn((zt+
l)3l(t+ 1)n) +c; poněvadž

iétz +2t +:3)lQt +I)
-(t'+t+I)l(2t+1)_i,

dostaneme z prvního členu (až na
konsi,aniui ..ÁT + , + |; ve, druhénr
členu využijeme vziahu

, x2 , \2(H) =(-;*+F)
a najdeme. že

f r)-1
b) l_#:dt.' J r/lrr+r*1)3
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4.31

a)(

b)(

{']l!] J.' _ g(2{1 !+2J;)
(l+l)c (r{2{2ý".;:

Proto prirnit ivní íirnlice je

, t, * l 1n 2t],I*2€
V- l 2 "'tr+z+2,,/7)2'

d) ln((t -- l)/(t+t )) *C; po dosazení
a úpravě rrajdetrre prirni,tivní funkci
ln(|r|l1r + 2 +2ý{J).

4.317. \r 4.3i6.d i;oužijte srrbstil,rrci
r : Ilz a ]rotom 4.311.a. Získáte
vý"sle<lek srratlněji'l

Spočíteite:

tuce yl - rí * 1)
r-T

---=): dxa /-,\ ,)i-ý lJ:, -- lí + L

tiitrcey4-t-*)
1

' f,-:lrJ,
] + Jt) *2r *2

Ř.ešerrí, a) |2F -'2,r 4f a: la
E- {0}, b) ln(,r* 1+{l?T2 + 2)

-(r * l)/(l + J? +a;T7) ria R,

4.319. T3,to ťrlohy ilustlují postup,
který se dá uplatrrit v případě, že
kvadratick}, čIerr pod odrnocrrirrou
má reálrró kořen3,,. Spočítejte:

r1a) l -=__ au.
.! ul/| - u!

t) [ -|:n,.| "zuf - uz'""'

c) [ ------:-: o,' J {.r-l)2\/L+2a,-t:2
Řešt,ní. a) Funkci porl integrálenr
upravírne; integrál získá tvar

í;&a,Ea"

Postupujeme jako v 4.302.c a dosta-
neme

, 1 _,f|l"ž
tll --f"|-.

b) Stejnou nretodou jako v části a)

ziskárne priniiivní funkci ve tvaru

- Ú -;F lu. c) Provedeme substi
tuci r = y * I,potom y - \/Žu a

dostaneme primitivrrí ťunkci kombi-
nací výs}eclků a), b) ve tvaru

i,/T +1;:T ltl - í) _ i,
ln ({{ž + ví + 2i -?)/ |l - ,i)
na (1 - Ó,I} a na (1, 1+ Ó)

4.320. Stejnou nretoclu jako v před-
clrozí úloze použijeme rra t_"-to dr,ě

ú1o}r;.:
|1l!a) l *-_--_:- dr,.' ./ 8+y'3+2r_12

b) { --:J-:a,' ,l ,LÝ2*t-1,2
Řešerrí. a)
qr.,4J7+:,IX-,6 , /l+,

_lll-r-ářCt{.,/š

na int,ervalu (-1,3),
l \ l ,__lrtJt+,r-utz<l2
") ;4 ttt - 1r|--
tra intervalecl, (-1 , 0) a (0, 2).

4.321,. Spočítejte 4.320.b ponrocí
substituce r=Llz aúvah z4.312.

4. Určitý integrál.

4.401. Spočíteite:

a) .ff |.".r| dr, kde o = Ťo,
b) I:V'-3r+2| dr,

bsti

|18" S

(sri bs

f
.l ;,

( subsSuj

J
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,.]lIc) l 

-r]l.
J_t:t'1- ]

11 ld) l _=:_ a.,' J_rs ř2 + 1

1T-r -y ,) 1

e} l' -;|_t!.l',' J-; v/i-,j

r) ['-::drI t r;../l -,.2, --V: l l

g) |rržiitc arcco§ i arcsin)
ri _ll : .t,,,

l-, 17- ; "",
lr) (uži.ite arccos i irrr.:sin)

S-i -]i :d.l,.
"! 
_, ,i1_ ,.,l

i) |,| ,r,It + , ar,,

11 -l4 1
-Il

.l ) i -'___dt.,ll l': - 2,r l2
Ř.ešení. ") Ť, t ) Ť, c) ]r, d)

,r", ") .1o, f) i", s) - i:r, lr)

-,i".i) Ť, j) +",
4,402. Spočítejte:

rI
a) / ,r arctg e d.r,

Jo
lr) fi 12 |n r dr,

1l ./; -9c) l ,tr.
l,, J:

d) Á*" ui,,' t cost dt.

Ii.cšcrrí. a) i{Jn-8). b) |1ze3+ t;,
c) 4-3arcrgi <i) Z-t "

4.403. Spočítejte:
rT

a) | sin2rdr,
J +"

n4n
b) | sin2rdt,,

Jo
r4,

c) l 
' 

cosz l: dt,
Jž"

r*,
d) l, sín3rd,r,

u žT
l-

e) l" sin3zcos2.rdr,
Ja

"0,a",I) 1 cos"rstn-rdr,
l-

Ňrt1
c) l --;_ dx-,

J2jj rýrz -9
l)tr) l --!-: a*.' Jo ,/9-rz

71i) l ,/rc - r? dr,
Jz

Řešení. a) }r, b)
c} j(2r - 3\6), d)

8) $", lr) §(2;r - 3
o ,/ir,lv.]/.

4.4O4. Bez určení prirnitivrrí furrkce
zdůvodněte vztahy:

"2ra) / .i.rxd,r=0,
Jo
.1r

b) l.'sinlol.uď,a:=0,JžT

c) pro libovolné o € ,E
rd
/ sin5 3r dt = a,

J_o
rT

d) / sin8rcosřd,r=0,' Jo

- l c /;llI -r iv )),

)*,r)o
i) ! (a;r -

] i.),),z4\t z

S,e
Á\

Ý,1),

e

,)

24
1]
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e) ff sinz r d:t = /f cos2 c d,r = |lr
(nejprve zjistíte, že integrály se rov-
rrají a potorn uvážíte, že zná'ue součet
irrt"gla,rrdů).

4.4Or). a) Dokažte, že pro všechna
klac]ná o platí

ra 1

/ ]ln.rd.r=0.
Jt1,, r

b) lJud'/ flrnkce splňrrjící

f(*o+u)=í(ž"-a)
pro všcchna 9 € fi. Dokažte, že pro
každé o€€ platí

rLn+o
Í l,.l,) cos r dr = 0.

J,!t_ tl

Řešerrí.
a) Stací předpokládat, že a } 1.,

Interva,] (l l a, a') rozdělínre na r]va,

intervaly: Qla,l) a (1.a). l{a jed-
noln z interl.alŮ provedeme substi-
iuci c -- lf u,. Porovrránínr tolroto
iriiegráiu se zllývaiicím dostanerne
výsledek. b) Stačí předpokládat, že

c > 0. Poněvadž
,1coS( ;ir t i]:) = +sln JJ

dostarr.r,re vr/s]edek ste.irrě jako v a)

rozclě]enim irrtegračního irrterva,lu tra

dva: (}n - o,io) u (+Ť,|r + a),

4.4a6. Rozrrryslete si, jak z clrarak-
teru funkcí lze usoudit na pia|nost
tčclito vzta}rů:

r3a) l(r- /r)d;r>0,
JI

lr)
74 l

l -=::__ r!,l: <_ .1.
Jl Ý2 - cosl:

[1 r?r-1 il "-rír>-.
Js (.rr - l)r 4

12

l {r" - c-" ) ci..t > 0.
J_t

c)

.r)

4.4O7. Bud' obsah řezu tělesa r:ovi-

rrou kolmou na osu c toven í(e) u
přitonr r € (a,b), a < }. Je-li těie-
so rlrěŤite},né, potom jeho objerrl 3e
fo'en 

rb .,,l r{2:ld.x:.
Ja J \ )

Dokažte, že objem jehlanu je rovclr
ti,etině součinu obsa}ru podstavy a
výšky,,

Řešení. Osa r se ztotožní se srně-
ren výšky a počátek soustavy sou-
řa,drric (.l : 0) s vrcholem jehlanu.
Jestliže výška je ll a obsah podstav_v

,S, je obsalr řezu jehlanu rovinou kol-
mou lla r ve vzdálencsti í € (0. á)
od vrclro}u rovett St2 f it2. Proto

1} srz 1t 
2 (lt = žsh.

0i

1


