
ž. Limity.

1_. Defirrice limity furrkce.

Značení:
Je-li 16 e E, C ) 0, buderne zrračit
P(rn) = (ro * 6, rp) U (16, oo * ó):{*€fi;O< |r*16| <ó}

prstencové ó-okolí bodrr rg; je-li
ť0 = +oc (resp, r9 - -oo).

značíme, pro libovolrré A e fi,
P(r6) = (A, +*)

(resp, P(r9) = (-co. *)).

2.].01, lržiťírn defirrice lirnity funkce
doka,žte:

a) lim.r3 = ,1, b) lirrr r2 = *oo.'r-'ž 'l,..-1,_,_,
r*1c) Irm ;*l,' 

"---ř-l
]

d) |inr j; = *t,ť-ó+,t - ó
1

e) ll!l'] 

-=-i}J.

X--J- ,ť - .)

_. siu rt} l;,tri 

--U.
r+fm x:

ŘeSení. c) Pocl,le definice limity
máme k libovolrrénlu t > 0 najít
/r e € (stačí il < 0) tair, aby pla-
tilo: . l2,+ 1r<k:+i ,-|,<a (*)

lrí-l l

Je-}ir(l,je
ír+| -l 1 2 t

l",L -'i'8 ++ i--rl<'
<.=+2< e(I-r) €+ř <L--2le.

Jestliže pro e > 0 zvolíme
l^ _ 1 q/É= 1-1/€

ítedy & < l). p}atí (*).

d) NIáme dokázatl
Vlt'(> 0) ]ó > ů Vr :

3<r<3+a-+ 1- 
>i{.

;ť-!!

Prol()0ae>3j"
1

-)/i>0
r-)]

<==+0< r-3<I/I{
<=*3<r<3*1/li.

Jesiiže k danémrr l{ > 0 zvolímeó =
l//ť. piatí

3<r,<3+a3-!rlr,
ť-J

což jsme měli dokázat.
e) I\{áme dokázat:

Vi{(< 0) fó ) 0 Vc :

3-á<rr<3::+*.ru
ProI(1aar<3je

]

,-3<l(<0
1(*_ >-/i>0

,1 -r+::+0<3-r< -l/K
<+3> r>3-{*TlIi).

Stačí tedy k danému 1{ < 0 zvolit
6 = -Ll K a důkaz je proveden.

2.La2. Rozmyslete si, co vyjadřují
násleclující výroky (ro € Ř):
a) !r>(JVó>OVr:
0 < i, -*ol ( 6 :+ lffu) - al 1 e,

b) ]e>O3ó>OVr:
0 < lr- rol ( á + |/(c) - rll 1 e,

c) ]ó>OVe>OVr:
0 < l, - ,ol ( ó ===+ |/(r)- ol ( e,

d} 1kYK Yr :
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:r>k-=f(c)>fi,
e) V& ]1í Vr :

r){:-í(*) >^.

2.103. IJokažte:
a) Jestliže v rrějakém P(ro) (co e ii
nebo .lr9 : *oo) platí

fk) š s@}
a existují-li vlastní linrity

linr,*"o í fu} " 
}irr. ,*"o g(r),

pali
linr,*",, /(r) í linr"-"o g(r).

b) Jest lrže
lint,-,o íU,) < linr"-,o g(r),

pak existuje ?(rrJ'} Lak, že pro body-

r z tohoto okolí platí
í{*) < g{*)

c) Jesiliže
liitr,_,n fQ)> U(resp. <0),

pak existuje P(16) tak, že pro body
r z, iohoto okolí platí

í(") > 0 (resp. /(r) < 0) .

2.aa4. Dokažte:
a) l{ec}rt iit-l-t,*"o ík):0 a funkce
g je onrezená v r-rějakénr'P@6) {rg q

R nebo ro = *co). Pak je
littt,-"u fb)g@)=a-

b) Neclrť
liln,_,,.o /1r) = 1rc

a nechť firnlice g je zdola onrezetrá, v

nějakém P(e,g) (r9 € R nebo 16 =
*oo). Pak je

iinr,*"o(/(r) + l(r)) = *co.
c) Vyslovte tvrzení analogické k b)
pro nevlastlrí limitu -oo,
d) Nechť

lirn**"o í(r) = +*
a nechť funkce g v nějakérn okolí
P(ro) splňuje 9(c) ž c > 0. Pak

lirn,*,o íG)s@) = *oo.
Je-li vP(r3) splněno9(r) (c{0,
je

llm"_"n í(,*)s@) = -Do.

2.105. Ltžitím cvičení 2.104 vypočí-
tejte následující limity:
a) lim (r2 1 2 sin r).' r-*rc

sin rb) lim
r-.taŤ J:

c) lini e-* sinJ,' ť-+N
l

d) litlr r cos ],' x-a r-
e) lirrr t(cos r * 3),

J_-+Ň
1

f ) lirn cos j ln(l -t r),
' r-Ll Ť

Ě,ešerrí. a) Poněvadž
iinr"*..- ť2 = *r:K,

a funkce t _ 2 sin c je zdola orrre-

zená, je podle 2.104,b limita rovna
*x. b) 0. c) 0, .l) 0, e) +oc,
f)0

2. Výpočet lirrrit.

\,' pŤíkladech, 2.2aI - 2-210 vvpoči-
ťejte dané limiiy. V případě, že da-

ná funkce netrrá v daném bodě oborr-

stranrrou linritu, pokirste se vypočí,
tat limity: jednostranné.

2.201. Buď
í(r)= r5-2t3+3r2+r*t.

Spočítejte:

") Js./(,),
b) J,:i/('),
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(,) lirn,f{.r), d) |irn í(r).í-+x f,- -ft

Řešerrí. a) í(2) = 29, b) -1, ")*oo, d) --,rc.

2,202. Spočítejte:
.c3-2l:!+l,a) Illn_, ._ó-2*:l yr.T ._2t'

,. 14 - 4.r3 + ,t.2D] lltt] --;- _-;-_,
r_0 .;:,' 1- l.. * t

13 1 ,r-'* r: -]- i
í, l |rlř, - _- '-,-.-_r .r4 1,r? -,J 

J

^,? r +^.

d) lirn r'- i :Jr,* { 
.' "-l-- Jr,] _ 2.r, _t j,

13+r:j-4e) lirn o='''
' ,-T- 2r3 *.r.r, Il '

.. ',J.r,2 * T.- I
' r_*x, rJ - .r, * 2

/,.J\
s) lirr, í=:__J),,._+- \.i:J -j- 2 ,/

]r) Iiln i2.r - :t)?0(:l",,+ 2)30
' ,c--t í2f,+l)50

Řešení. a) Poněr,adž lirnita čiťate-
le i jnrerrol,atele je nula, nenltižeme
počítat ciarrou linriiu pr-ímo podle
rět_l, o linritě podílu. Čitut"le i im.-
nor,atele však rrrůženre rozložit na,

součin kořerrového činiteie a dalšího
polynomu:

,. "r3- 2t?+t
l1[1 ..".""..-.=-..-'.....'..'.....---

r_0 2í3 * x2 - 2t
_ ,,_ f;(r2 -- 2l. * I)
=lll]lJr_or(2r2*r-2)

o? .- )* r 1

=ltm..--..---Ť_O2r2*t-2

2.2a3. Spočitejte:
12+žx+3

al llilr-, ;:] (, - l'1'.'

-2 -Lr- - ')
b) llm-_ _í-t (.tl- J.lj

c} lirn x
' r--5a5{r

ó-řrdJ l,ri . -,
í1+ l}-

e} lttn t '
' -^l , r)

Řešení. a) +co. b) Poněvadž li-
mita čitatele i jnrerrovatele ie nrrla,
postupujenie.j ako v 2.202.a. Rozkla-
deln čitatele a jnrenovatele dostarre-
me

,, ?r: * 2l, - :}

r.*1 il.-]}]
,. (, - i)(,,, * 3i ,. _," + 3

= llil --__;---:-; = llnl 

-.
r.-1 (r - l)' l..-1 r -- l

Lirrrita čitatele je 4 a jc tedy
.. "r +.1jlta . =-i-X,r-11 ř-l

poněvadž z- 1 > 0 pro r ) 1 a,

lirrrita jnrenovatele je rrula; podobrrě
,. ť+l]
lllTl _- 

- -,XJr-1_ ř- l
poněva,dž r-*1 < 0 pro r { 1, Proto

., 12*2r-3lttrr _ * =+Jor*r+ tru * 1J"

,. 12 -l 2r - 3
lll]j -;----;- = _ůJ.

r_l_ (r- lJ'
oboustrarrná linrita v bodě 1 neexis-
tuje. c) -c". d) {oo. e) -oo.

2.204. Spočítejte:

'fťTzt - Ia) lrm
ť* u ,,rl|

2'
f) 0.
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]inrr*0

iirnr-0

1inr
ť.-5

e)

b)

c)

d)

.i-*3 ,ll __ 1-112 * 3r + 9'
1in
| -',J

^Í+, _ \/T-

rfr +, _ ťT -;
^/l * l 

-')----;-----:]-,
^,] 

l)Á

L -Lú

\fíT6 -3

3_,I;f) 1illr]__:.' .r_!.2T _ ý,r3
Řešerií, a) Protože iirnita čitate-
1r: i jnlenovatele je nula, rrerrrŮžerne
použ.ít rrětt,t o linritě podílu (rleul-
čitý l,ýraz ,,$"). Zlo*"k proto před
vÝpočtetn litnity rozšíříine výrazent
{\/T +a; } 1), ab;;c}-rorrr odstarrili
r čitatele zionliu odmocninu a zis-
kali v čitateli faktor ,,r". kterrl- lzc
zkrátil,:

,. vill2;_ 1
|ttn _- -r,-U Jť

(\/t +r% _ tl(yiT + zr + t)

3/- :),/-3
r.V
llB} _.J++Ň vy15 * uJr'
, ÝTZ+ t _ iI*=+ t
l,lŤ_

"::- 2ů'?qŤ 1 - fiT+ L'

lirn -Š:,I-1,+ v/x'2 _ I

"!P_(r,6'+, - "1,

f) lirl (í---€
,íiŤ + 1

c) lirn L:
í-.;tN í

h) li+
J..-tN

({;'r+x+I-v65-J,+l).
i) ,l1i(./n- -,/i),
j) ,Ii; uát,lG- * Ji)
k) li,,, 1/.,2 1l-*,;,r-*m"

}i* (y621t-r),
ř+-Ň

/, -linr t(r/r' |- 1-,r).x-+Ň

linr c{

p) ,liT* *FÚ - ,[;, +:

Řešení. a) Tato liiriita je neurči-
tý výraz,,§". Čitatele i jmerrovatele
vvdělílrre nejvyšší rnocninou, lj. e1;
po děleni dostanerre:

b)

c}

d)

e)

= ]inr
f-.-(] ilr(.,/TlTi + t)

l)

rn)

n)
. |*2.r--l

-rlrrl:"-o 3"r (r,/l * 2a, * 1)

,.2
- 

l,.n 

--

"-0 3(\,/1 *2r * L)
2l

l(./T + t) 3'
b) 1, c) 3 al * e) Limiiazpra-
va (resp. zleva) je 1oo (resp. *oo);
obous(ranrrá limit,a neexistuje. f)

1

2.2O5. Spočitejte:

\ l, ,/r2+l,+{i
al lllI,l:-' ,-T'* fiŤ+I- r'

JilTT - rt,/- , ,/-
J,--+N Vr:+1 _ r

ýx- ř

: }irnr++€
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rt*+JE _ 1

.70r o_ t

Ir) -2. .) +, d) *oo. e) Jednáse
o nerrrčitý výraz tl,pu ,,oo - oo". ýý-
raz převedeme na podíl tak, že záro-
veň odstrarríme odmocrrirru v čitate-
li: postupně dostáváme;

lim lm;+"n:+.+.]
ř--.+\ (Yt,lrlr)

= ]im
I..+N ý.rr+x+r

l;_ i 
- 

1 _illl!l -'-7,:,=-
, ' +-_ Vi]++ +1 - ,/7+i - '2'

f) +oo. 8) +1. h) *1. i) 0 j)
-3 tl 0. l) +,:c. rtr) } n) -oc,
p) -4.

2"206. Spočítejte:
\ !. sin i},l, ,. tg 8ra; ],], .r, n) lTl,;-

tg ir
C) tlm -:----;- ]J,-0 s]ll +.r

Řešerrí. a) Tato lirnira je 1ypu ,,3',.
Pii r.,1'počtu lirrrit v Llotiě 0 ti,pu..3"
výrazů, v nichž sc r,1,-skytují gonio
metrickó funkce, snažínre se limito,
vaný r,ýraz upraviť tak, ahychonr do,
stali lirnr*o §3 (= 1),

.. sirr Jr l sin 3r
lr|n _= itllt_._.3r-0 2r r-a 2 3.r:

:] ,. sin 3.1, :i
=- lll}l-_:_

2 ;':u :lt ! '

protože
iini"_9 j* = |irrio_r_, *n = |

(Zde jsme položili 9 = 3r a vý,sle-
rlek je důsledkem věty o limitč slo-
žerré funkce.) b) S. c) {. d) a. e)
cos a. f ) 3. 8) 2. lr)

' " ýl-(osř * " ý,l*cos?.r

= litn.r_o n*j; v/T 1_os *
přitonr ie

lim- -n. -j-- = l""'J'*U* Isinrl
lim .-j- = linr J' 

= - l,
r-0 l Srn rl r_.o * sln /

Oboust ranrlá ]inrita r,e,,ly neexisl rtje,

ale
linr,_ga -ň+__ = Ý5

V l-LU5J

a
lim,_p_ -ň:+== = _\/r.

v ]-LuĎ J

i) -i j} +,- k) 0 l) LiInira
neexistuje. nl) 1.

2"207. Spočíte_jte:

a) linr (sin Jx + 1- sin y6),
.r..-+Ň

1-sinrb) lttn ----;-,r-*r 7r - /..l:

sin 2zC) ltm:"' ;:ó vŤ +T -,/3'
d) iirr-, 'i'r" ,r.*0

d) jl,á
sin i]e * siri 5:r

sirl 2r,
sirrr - siuo

e) llnt 

-_.

x_a r - {!.

Fd l l

f) linr -*.' r*-1stn(t { i)
tg(J - l)g) irn1 ----;.f_l ý,ť-1

h} Um-Š.' ř-0 ýl - cos*

i) ti,o Úoš - t,
r+{J Sln";r

.i) liry r2i2 - srn r),
f -+Ň

k) linr e-" siit r,
ř..-+Ň

l) lip r sin r,
r++rc

r * sinrrn) llm' ř--+€, ,r] - cos.Ť
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k)

l)

n1)

n)

e)

f)

s)

t)

,, sinr-cosť
llm 

--
r- iT cos 2r

Sln- 
=lim --=!,

r-0 jiiJ

/T+cosJlll}l 
--;-- 

,t*í + Sin J'

linl r cotA 2.r,,r-0

P,* 1-P *

r--im eí _ e-í'
,, e' + e-'l|m 

--.
x*0+ eí - €-t

__ lrrr - 1
ltm 

--,t+e í - e

,. ln(1 + tr2 )tIm
"*O ln(1 _ *')'
,. e*-I
1lm .-_,
c+0 ř
_. at _I
llln 

--, 

(o > 0.),r*0 ť
s) lir,,i lutr/iza1 - r ,.' í-+N
Řešení.
a) Podie defirrice funkce lrrc (viz.
skrilrt a J, ŠtCpánek: }Jat cnrarika 1lro
pi,írodověrlce I) je pro všechny bo-
dy ;r: } -1 sp}něna Ilerovnost

TfuŠln(l*r)(e,
Tapror>Odává

.L<lr(i+r)a,
lŤJ 

- 
I 

-aproť€(-1.0)
1 >ln{t+r) ,r.l*r -- I '--

Jeliliož [im."*o rj; = l. je podl" re-
ty o limitě sevřené furrkce i

r- lnlr.]-l)[tm-_6Ť = ].
b) 3. c) *oo. d) +co.
e) Limitu vypočítáme podle věty o
limitě složené ťunkce:

lim,_a- # = l

funkce lny je spojitá v bodě 1, tedy
lim".*1* ln "-1

= iimc*t l,, y = ťJi = O.

f) -+. g) trc. h) +oo. i) 0
j) *1. k) *1. 1) *oo. m) e*1.
n) -1, p) Vztahcm ř = ln(y * 1.)

t\ , /i- coúT
l ) l l1]1 --T-- lr-tl l - cosí

1

.i) lim,j,,
c*4 l COS ťl

1k) lim ť2(l -.o, ]).f,++N .í'

Řešerrí. a) 0, b) 0, c) 4r/g,
*oc, e) -4, rt *. s) -iťr' ý2' , a

i il €, j)+o",tl1
2.208. Spočítejte:

ln(l 1r)
a] 11111 

-,

c+0 :x

b) li,,, ln(1 * 3').
'r-Or'

- -1
' c-1+ f;+1'

._ ld) Iinr ln - '.
c---]_ J + l'

.1
e) lim ln' '.

' .-4^l ry -L 1'el,

fi 11r.,, 
l"":",

t-e l _ lnx:-
P- _P *

c)lip",rJím l

p)

r)

d)
h)

€" +e *

h)

i)

j)

1imr-.-tx,
)

llmr**m eX _ e-I'
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b)

ci

vy.jádl'íme r porloc,í nové proměnné
y. Porrěvadž

linrr-o ln(g + t) = 0.

clostáváme použitím i.ěty o lirnitě
.složené funkce

,. ,._1 r. o]n(g-|t)_.1|lnl ,=ItttI:-------_
;1jň " -,;:ó lnly*l)

: iirrro'.-o r.pfu1 = i
(podie a,)). r) lno. s) -oo.

2.209. Spočítejte:
1

a} hln tí'2, - Lj,' r-*t
l

lirn (1+:)'.
f +tN J|

lim(1 a *)i,
r+0'

d) JT*(l + 4t)* ,

]lle} jr];.,-" ,

1+řf) llnl r n,
' ,r..1 * 

a*.
8) ltm p,_, 

,
í-í N

hh) iirn i1+-)'.ó€/?.' c-arc' ,r'

Řešerrí. a) Porlěradž
lilnr,,1o]=0,

je lirn,**- 2* = 20 = 1 (podie vě-
ty o }inritě složerré íurikce). Limitu
danélio součinu tremůžeme vypočí-
tat přínro, protože se jedná o ne-
určitý, výraz .,co 0". Pokusme se

limitovarrý výraz převést na }inritu
lim,*o ď=L -_ 1. Vyiádříme-Ii c po-

mocí ]. můženre psát:a,
lim,*t* r(Z* * t)
= lim,-o ,l(2g - 1)v " a,

uln2r. r''--1
- ltrtty_0 ---l|-

-' ,vln2_1 ,* lilrr.u-6 # ln 2 = ln 2,
poněva<lž

,ln: .1inrr-o ,,lť,l,:} = 1

(porovric,ire s Z.ŽUS.r1. b) ,, c)
íJ <t) ii. e) ., f)pro.r_,l +

(resp.1-) ie lirrrita 0 (resp. *c<,), g1
e-1. lr; eó.

2.21a. Spočitejte:
la) lirlr art,*itt ---"/ ,-i'- -"'^" 3 - .r'

.. arcs,ln ř
b ) l]Il1 

-_.

ř-ll

,, arcsilr 5.r,
Il}l] 

-

c..*ů 3r
iirrr arcsirr -5.r-{x ,/rZ *'L

1-,.
e) ]inr arcsin $,' J._+rc ] *r

5---m a,r(:Sln:x.r
8) liilr arccos( Ý12 + r - l),

,. arccotA r
hi llnl ___;j-,

r-+Ň I:: - í
]

i) lim a,l.cts -:"*"!*"'""o2+r'n-1j) lim arctg-
J-.:iF 

"I: -Ť I

k) lim arctg,r.
r--+É r

l) lirn arccolg -:-í.-*m J- Ť l'
lm) lir'l arccotg -,r-t(r I

n) tim

arccotg(/FT-r/?-t1,

p) iE
Ť1-: - arct§ ;---------;= !2 - (r-,L.)'

c)

{r)
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ť)

s)

,. arcsin(3 + ť)
lln] .--.

,r__:' řj+:JJ
alcsin ťLim . _.r-1- fl.ť - tJ

ň,ešcrrí. ") }". b) j. ") ;. d)
*|n, e) -}o, f ) -Ň. g) *", lr)
0,- i) *j" - j) io k) 0, "l) jr.
rn) pro r - 0+ (resp. r * 0_) je
limita B (r,esp. n,), ,) *o, p) 0, r)
*+, s) -a,..),

3. Asyrrrptoty.

2,301, a) Ásymptotou funkce f
v iievia,stnírrr bociě +oo rra,zývátne
pr'ítrrku lJ = a,e: + ú s koeficienty a, &

iakovými, že

linr {j'(r) - ť],r - ú) = ().

Dokažte, že pro čísla o, Ď platí
.. /(r)

o = litttr-+- 1-.

ó - linr"*1* Gť.-'l - ,4.
b) Definujte asynrptotu v bodě -oo.
c) Esistrrje as;*rnptota v nevlastrrích
bodeclr funkce sk) = ln(r2 + 1)?
d) Buďiinl"*+* .f'(r) -- á. Dokaž-
te, že z tolro piyne

, /(")iirn u''=A(A€,?,*oc).
f,_+N 3]

e) Bud'

í(") =
sin lr2

Najděte as"v*mptoty funkce / v ne-
vlastníclr bodeclr. Ukažte také, že

iimr-a- /'(r) rreexistuje. Není pro-
to obecně rrložné ]r}edat směrnici
asynlptoty jako litnitu derivace,

Řešení. c) Funkce asyrnptoty rre-

irrá, cl) Derivace f' existuje na trě-
jakém irrtervalu (a, +oo). Podle tvr-
zetrí Lagratrgeovy včty pro všeclrna
čísla ó, r spiriující a < b <r platí

/(r) - /(á) rt l .\
, - J \\/,x-0

krle { je bod z intervalu (Ď, c). Jestli-
že zvolíme číslo Ď dostatečrrě veliké,
je pravá strarra blízhá k }rodrtotě á-
-Současně rozdíl levé siťan}, posledrrí
rovnosti a vý-razrr f (r)lr je

í(,)-í(t) _í(,)
r-b ,í

* Ď(/(r) - /(ó)) + í{}XĎ - :r;)

r(r - ó)

*!í(t)-ílt)_/(ó)
r l:-b ?:

b 
", , .. í(Ď): -J (f ) -Ix:

t\Ťecháme-li ť _ *oc, konvergrrje
terrto rozdíl k nule, a proto je do-
kázárro, že

, í(")lllTi1_-p6 
, = n-

e) Asymptotou je v obou nevlast-
rrích bodec}i přímka y = 0. Př,itorn

í'(r)=-=#+2cos12.
Limita v nevlastnírn bodě prvrrího
členu vpravo je nuia a limita druhé-
ho členu neexistuje,
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