5. INTEGRALNI POCET

V této kapitole se budeme zabyvat integrovanim funkci, tedy procesem, ktery je vzhledem
k derivovani opaény. Vratime se pfitom zpét k funkcim jedné redlné proménné, a integralni
potet funkei dvou a t¥{ proménnych (dvojny, trojny, ptipadné kiivkovy &i plosny integral)
tudiZ zistane stranou na$i pozornosti.

Funkei tak na nasledujicich stranidch budeme rozumét redlnou funkci jedné realné pro-
ménné.

5.1 Primitivni funkce

Definice. Necht funkce f je definovdna na otevieném intervalu I a existuje funkce F ta-
kova, Ze pro vSechna z € I plati F'(z) = f(z). Potom iikdme, Ze funkce F' je na intervalu [
primitivni funkci k funkci f.

Poznamky.

(i) Na rozdil od derivovani, kde existuje také pojem derivace v bodé, mluvime o primitivni
funkei vyhradné na celém intervalu, a to otevieném (tj. na intervalech typu (=00, 400),
(—00,a), (a,+00) nebo (a,b), kde a,b € R, a < b).

(ii) Primitivn{ funkci k funkei f(z) byva zvykem oznafovat zapisem Flz) = | flz)de
a hovofit o nf jako#to o neuréitém integrdlu funkce f (symbol dz stojici za symbolem
integralu a oznadenim integrované funkce urcuje, podle které proménné se integruje).
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(iii) Integraci (integrovanim) tedy rozumime postup nalezeni primitivni funkce (tzn. funkce,
jejimZ derivovanim ziskdme danou pivodni funkei).

(iv) Primitivni funkce F'(z) mé v kazdém bodé uvaZzovaného intervalu vlastni derivaci (rov-
nou f(z)), a je tudiz funkei spojitou.

(v) Jelikoz vztah F(z) = [ f(z)dz odpovida rovnosti F'(z) = f(z), pro diferencovatelnou
funkci f (na otevieném intervalu I) plati: [ f'(z)dz = f(z).

(vi) O funkci, kterd ma na otevieném intervalu funkci primitivni, fikdme, Ze je na tomto
intervalu integrovatelna.

Véta. Necht f je spojita funkce na otevieném intervalu I. Pak funkce f ma na intervalu
primitivai funkci.

Poznamky.

(i) Uvedené tvrzeni nelze obratit. To znamend, %e pokud funkce f ma na intervalu I
funkci primitivni, nemusi byt nutné funkci spojitou na I (jinymi slovy: derivace funkce,
existuje-li, nemusi byt funkce spojitd).

Vsechny funkce, které jsou derivacemi, tak tvori $ir$§i mnoZinu (nadmnoZinu), neZ je
mnoZina spojitych funkei (na otevieném intervalu).

(ii) Je-li funkce f definovdna na uzavfeném (&i polouzavieném) intervalu, je docela dobie
mozné uvazovat jeji primitivni funkci F' i na intervalu tohoto druhu — platnost rovnosti
F' = f pak samozfejmé poZadujeme navic i v krajnich bodech takového intervalu (deri-
vaci funkce F' v krajnim bodé uzavireného intervalu pfitom méame na mysli pFislusnou
jednostrannou derivaci).

7, hlediska aplikaci primitivnich funkci, tj. pro zavedeni pojmu uréitého Newtonova
integralu, je vSak podstatna existence primitivni funkce pravé na otevfeném intervalu
(jak uvidime pozdéji).

Nicméné: je-li funkce f spojita na uzavieném intervalu (a,b) (a,b € R, a < b), existuje
funkce F" takovd, ze F'} (a)= f(a), FL(b)= f(b) a pro viechna z € (a,b) je F'(z)=f(z).
Funkce F' je pak také na celém uzavieném intervalu (a,b) funkei spojitou (v bodé a
zprava, v bodé b zleva).

Je-li F(z) primitivn{ funkei k funkci f(z) (na otevieném intervalu I), je primitivni funkci
k f(z) také kazda funkce tvaru F(z) + ¢, kde ¢ je redlna konstanta (podle pravidla o deri-
vovan{ souétu je (F(z) + c)' = F'(z) + ' = f(z) + 0 = f(z)).

Z druhé strany, jestlize F(z), G(z) jsou dvé primitivni funkce k dané funkci f(z) (na
otevieném intervalu I), je (G(z) — F(m))/ = G'(z) — F'(z) = f(z) — f(z) = 0. Tj. rozdil
funkci G — F ma v kazdém bodé otevieného intervalu I nulovou derivaci a podle tvrzeni
uvedeného v samém zavéru treti kapitoly se jedna o konstantni funkci. Je tedy G — F = ¢
pro vhodné ¢ € R, neboli G(z) = F(z) +c.

Existence primitivni funkce k dané funkci f(z) na otevfeném intervalu I tak neni jedno-
zna€nd. VSechny primitivn{ funkce jsou v3ak tvaru F(z)+ ¢, kde F' = f a c je realné &islo.
Rikéme proto, e primitivni funkce je urfena jednoznaéné a# na integraéni konstantu, co
vystihujeme zépisem [ f(z)dz = F(z) + c.

Priklady.
(a) Protoze pro g(z) = z, z € R, plati ¢’(z) = 1, je g(z) = z jednou z primitivnich funkci ke
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konstantni funkei f(z) = 1 (na intervalu (—oo, +00), ale i na intervalu (0, +00) apod.).
UZijeme-li symbolu neurcitého integralu, lze tento fakt zapsat vztahem [1dz =z + c.
Podobné pro h(z) = —z, x € R, je h'(z) = —1, takZe na (—oo,+00) (ale t¥eba i na
(—00,0) apod.) je [(—1)dz = —z +c.

(b) Funkci, kterd nemé na intervalu funkci primitivni, je (s ohledem na vétu vyse) nutno
hledat mezi funkcemi nespojitymi.
UvaZujme kupfikladu funkei sgn(z), ¢ € R. JelikoZ sgn(z) = 1 proz > 0 asgn(z) = —1
pro ¢ < 0, je na (0,400) primitivni funkci funkce g(z) = z + ¢; a na (—o0,0) funkce
h(z) = —z 4 ¢z (c1,¢2 zde znadi integralni konstanty).
Pokud by méla k funkci sgn(z) existovat primitivni funkce na celém R, musela by to
tedy byt takova spojitd (viz dfive uvedend poznamka (iv)!) funkee F'(z), pro kterou je
F(z) = g(z) na (0,400) a F(z) = h(z) na (—o00,0). V bodé nula z dtivodu spojitosti
funkce F' pfitom musi platit vztah F(0) = ili% F(z) = zl_i)r(r)ag(a:) = xll)%l h(z), tj.

F(0)= lim (z+¢1)= lim (—z + ¢2), coZ miZe nastat jediné pro ¢; = c.
.’L‘—}O_}. z—0_

Sanci byt primitivn{ funkei k funkci sgn(z) na intervalu (—oo, +00) mé tedy pouze
z+4+c, prozx > 0;

funkce F(z)= { ¢ , proz=0; nebolifunkce F(z)=|z|+¢,z€R,ceR.
—z+c, proz <0,

Rovnost F'(z) = sgn(z) vSak na celém R nemtiZe byt splnéna, nebot v nule, jak vime,

derivace absolutni hodnoty neexistuje. Funkce sgn(z) je tak pfikladem funkce, ktera

na intervalu (—o0, +00) primitivni funkci nem4.

(Ty nespojité funkce, které maji na otevfeném intervalu neurity integral, jsou funkce

znatné komplikovaného pribéhu.)

Otazkou nyni je, jak neurdity integral dané (a v naSem piipadé spojité) funkce najit a
k cemu to mizZe byt dobré.

Zatimco o vyuZiti integralnitho poctu se budeme zajimat v pozdéjsich partiich vénovanych
urcitému integralu, obratme nyni pozornost k metodam, kterymi se v nékterych pfipadech
(ne ve v8ech!) daji primitivni funkce stanovit. Proces integrace je totiZ nepomérné naro¢néjsi
ne7 derivovani, a ne kazdou primitivni funkei, i kdyZ existuje, dokdZeme pomoci zndmych
elementarnich funkci — za pouZiti konecného poctu operaci souétu, souéinu, sklddani aj. —
vyjadrit. (Jako pfiklad byva v této souvislosti ¢asto uvddén [exp(—z?)dz; tento neuréity
integral je moZné zapsat ve tvaru nekoneéné mocninné fady.)

S tim pak souvisi i neexistence obecné platného postupu, podle kterého by §lo integraci
provést (a to je oproti derivovani téZ znaény rozdil). Rtzné typy funkci se daji integrovat
riiznymi zpisoby (nékdy lze rozdilné integraéni postupy aplikovat i na tu samou funkci),
pfi¢emZ jejich volba a nasledny vypocet jsou predevsim véci urité zkuSenosti s touto proble-
matikou. Spravnost vysledku je vSak v kazdém pfipadé mo%né ovéfit zderivovanim vysledné
funkece.
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r5.2 P¥ima integrace

P1i hledani primitivni funkce je zdkladni snahou pfevést integrovanou funkci na tvar,
o kterém vime, derivaci jaké funkce je (nebo na tvar, jejZ lze jiZz standardné integrovat).
Vychézime pfitom z toho, Ze zname derivace jednotlivych elementdrnich funkci, a tak médme
k dispozici nasledujici vztahy, které z té€chto derivaci bezprostiedné vyplyvaji:

/de:c, r€R;

COS Zr

/ sin’ z

1 ;
——— dz = arcsinz + ¢= —arccosct+c¢, z € (-1,1);
/\/1—:52 ( )
/ﬂl—x—z—d:c=arctg:c+c:—arccotgac+c, teR.

Poznamky.

dz = —cotgz + ¢,

/1dx=m+c, T €E€R;

—-2>ke 2 ¢ e (—00,0) nebo z € (0,400) ;

/:c da:—n#“-z:"+1+c, neN,zeR;
/:ckdm:ﬁ—l—-avk“—i-c,

/x“dx:m- et +c, a€eR-{-1},z€(0
/% t=Inz+c, z€(0,+00); /%
/ezd:c—e’:-l—c r€R;
/s1n:cd:c_—cos:v+c rER;

/ dz =tgz+c, ze€ (-2 +k7r

,400) ;

dz =In(—2z) +¢

T +km), k€ Z;

€ (km,m+km), ke Z;

z € (—00,0) ;

/azdm:ﬁ-ax%-c, 1#2a>0,z€eR;

/cos:z:d:c:sinx—{—c, rER;

(i) Namisto /1 dz, resp. /% dz piSeme pouze /d:c, resp. /dx_;c apod.

(ii) Derivaci funkce F(z) =
‘(n+1)-2" =

1

! —

F'(z) = n+1

(iii) Skutetnost, 7e / L
kratce dz

= In|z| + ¢.

z™ atd.

=Ilnz+cproz>0a

de _ In(

n_-1|-T'$n+l’ n € N,z € (—o0, +00), opravdu dostavame rovnost

—z)+c pro z < 0 zapisujeme

Absolutni hodnotu vystupujici v primitivni funkci pak

odstrafiujeme podle toho, na kterém intervalu se pohybujeme.
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(iv)

(vii)

Protoze arcsinz a — arccosz jsou dvé primitivni funkce k funkci %, je jejich
—z

rozdil na intervalu (—1,1) roven konstantni funkci: arcsinz + arccosz = ¢ (¢ € R).

Hodnotu této konstanty zjistime napt¥. dosazenim nuly do levé strany uvedené rovnosti,

tj. arcsin 0 4+ arccos0 = 0 + —723 = c. ProtoZe funkce arcsinz i arccos z jsou funkce, které

jsou spojité dokonce na uzavieném intervalu (—1,1), lze platnost zminé&né rovnosti

roz§itit na tento cely interval. Je tedy arcsinz + arccosz = % proz € (—1,1).

Podobné musi na R platit rovnost arctgz + arccotgz = ¢. Pro z = 0 je v tomto
pripadé arctg( + arccotg0 = 0 + % = ¢, coz dava jiz dfive uvedeny souctovy vzorec
arctg x 4 arccotgx = %, zER.

(Za pomoci derivaci je tak moZno dokazovat platnost n&kterych vzorcti.)

MiZe se stat, Ze riznymi integra¢nimi postupy dostaneme odli§né primitivni funkce
(Casto je tato rfiznost pouze formalni a jeden tvar se d4 na druhy jednoduse pFevést
vhodnou tipravou). V pf¥ipadé, Ze vysledky nejsou chybné, lisi se obé& primitivn{ funkce
nejvyse integra¢ni konstantou. Integrovanim tak mtizeme — jako vedlejsi produkt —
nékteré vzorce odvodit.

V tuto chvili jesté nedokdZeme nic Fici o tom, jak na p¥islusnych otevienych intervalech
vypadaji primitivni funkce k funkeim In z, arcsinz, arccos z, arctg z, arccotg .

Priklady.

(a)

felde =14 2eR; [e'de=1eP+c,ceER.

z_sdx—ﬂ+c—— L e T € (
= =———+¢, —00,0) nebo z € (0, +00).

=
/dz :/x_dez :E_—1+c:—%+c,xe(—oo,0) nebo z € (0, +00);
/ = 4z

/ :vdaz::/aﬂd:v:x3 +c=2zv/z + ¢, 2 € (0,+00);
2

<2 D 2 2
/(1—I—tg2$)d:c:/(1-|—sm—2x)d:c:/COS $—§SIH £ dx:/ . de =tgi+e,

cos® x cos? z cos? z
2€(-Z +km, T +km), ke 2

Predpokladejme, Ze funkce f, g jsou na otevieném intervalu [ integrovatelné, o, 3 € R.

Potom plati: /(af(a:):i:ﬂg(m)) de :a/f(:r,)d:c + ﬂ/g(m)dx.

Tato rovnost je jednoduchym dfisledkem pravidla o derivaci souctu & rozdilu funkei a o deri-
vovani funkce nésobené konstantou. Oznacime-li F', resp. G primitivni funkci k f, resp. ¢
(na intervalu I), je pravé strana uvedeného vztahu rovna oF(z) + BG(z) + ¢, a leva téZ:
na uvaZovaném intervalu je totiz (aF(z) +8G(z)+¢)' = aF'(z) +6G'(z) = af(z) £ Bg(x).
Pravé uvedeny vzorec (integrovani funkci mé tedy jako derivovani vlastnost linearity)
miizeme také zafadit k pfimym integraénim postupim. S jeho pomoci jiz dokiZeme najit
nejen primitivni funkei k libovolnému polynomu, ale zintegrovat i nékolik dalsich funkci.
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Piiclady.
(a) [(42® +622 —6x+3)de =4 [2>de +6 [2?dz —6 [zdz +3 [dz =

4 3 2
:4%+6%—6%+3x+c=$4+2:c3—3:c2+3:v+c, z €R.

2 2 2
©) [ te= [Fary [E= [atos [F=Fvmindre, oe (-0

nebo z € (0, 400).

(c) /wdx:/%dx—/?)\ézdx=2/d—§—3/x%_3dx=
z z z z

s = -3 5
zz/x—zdx—3/x‘3dx:2$_—1—3x_§ Fae 72+:% L= %(

z € (0,400).

2 A,
g oe B a e

=/ .12 dx—/dx:—cotgx—x+C, t € (km,m+ k7)), k€ Z.
sin”

3 2 2 = 2
(e) /23: —3;213 +2$—2dx:/2x(x +1)23(a: +1)+1d$:
zv+1 i i 28

:/Zxdx—/3d:v+/ 2d$ =z? -3z +arctgzr+¢, z € R.
oL

Dalsi elementirni nastroj pro integraci funkci poskytuje néasledujici fakt: je-li na jistém
otevieném intervalu F(z) primitivni funkci k f(z), a,b € R, a # 0, pak na piisluném

(zavisejicim na hodnotéch a,b) otevieném intervalu plati: [ f(az +b)dz = = Flaz +0).

Oveéfit platnost této rovnosti znamena zderivovat jeji pravou stranu (jako sloZenou funkei):
(% - F(az + b)), = % -F'(az +b)-a = F'(az + b) = f(ax + b) — a to je skutecné funkce
integrovand. (Podstatné je, Ze argument integrované funkce f je linedrni vyraz v proménné z.

Naptiklad pro kvadraticky vyraz v této proménné je uvedend formule nepouZitelna.)

Priklady.

(a) Polynom (2z + 5)!2 je jist& moZno rozvést podle binomické véty a poté integrovat ¢len
po €lenu, jednodussi je ale uZit pravé uvedeného vztahu (zde je a = 2, b = 5):
[z +5)2de =5 - 5(2c+5)3+c= %2 +5)3+c, z€R.
(b) [sin(l —5z)de = (—1)(—cos(l — 5z)) + ¢ = L cos(1 - 5z) + ¢, z € R.
(V tomto pfipadé bylo a = =5, b=1.)
(c) Nésledujici integral je zvlasté dalezity (k jeho vypoftu vyuzivame vztahu pro kosinus
dvojnasobného uhlu):
2 o e C082$+1d_1 Ipd 1 e 1o Lo 1 _
cos”" r dr = —§—$_§ cosa::c+—2— rT=g35-58M2r+5r+c=
= %:c+ %sin2x+c, z € R.
(Zde je a = 2 a absolutni ¢len b = 0.)
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Déle: [sin’z dz = [(1—cos’z)dz = [de— [cos’zdz =1z~ (Jz+ isin2z) +c=
= %x— isin2m+c, z € R.
(d) PouZijeme-li vzorce pro sinus dvojnasobného ahlu, snadno zjistime, Ze pro r €R je

[sinzcoszdz = 5 [2sinzcoszde = § [sin2zdz = 3(—3 cos2z)+c= —1 cos2z+c.

(e) Spocltéme integrél /%,

dz / dz 1/ dz -1 x 1 T
=] ————— == | ——— = = —arctg = +c= ~arctg = +c.
2 ) 2 2 g a2 1 ACNE g a a
a* +z a2<1 :CELZ) a 1+ (%) L

(Koeficient, kterym je ndsobend proménna z, je zde roven a1, zatimco absolutni ¢len
je nulovy.)

kde a je kladny parametr a = € (—oo, +00).

O spréavnosti vypoctu je dobré presvédcit se zderivovanim vysledné funkce:
1 z )' 1 ok ool 1 1 e -
Zarctg=+¢c) =x—m— = = = - = , coz také mélo vyjit.
(a gag T a1+(%)2 g g2 K y)

(f) Podobné pro a >0, z € (—a,a)

/v =i
arcsin £ 4+ ¢ = arcsin% +ec.

g

g) Na intervalu (—oo, +o00) plati: [e™*dz=—e % +c; [e?T dr = e~5%% 4c;
5
L aman T (—l Si= 2z+c———li9-31 e

QIH

)ln3

) Je /z~1 n(z—1)4+c pro z > 1, /xd—xl =In(l —z)+ ¢ pro z < 1. To opé&t
miZeme vyjadfit struénéji jako /%=1n|x—1|+c. Pozor:
dz - dz
e e R —In|z—1|+c=—1In|l—z|+c na(—o0,1) nebona (1, +00).
de =9 2 2
/2_?”: = —5In|2 - 3z| 4+ ¢ na (—oo0, §) nebo na (%, +00).

Posledni pomtickou, kterd sice jiz spada do substituénich metod (ostatné jako vztah pfed-
chozi), ale umozhuje v fadé pfipadi okam?Zité uréeni primitivni funkce, je zaloZena na vy-
jadreni tzv. logaritmické derivace. Na otevieném intervalu, kde f(z) > 0, je

r_ fiw) : f'(z)
mfz]) = takZe i / dz =In f(z) 4+ c.
i) = e ¢ f(z) 2

(Pro intervaly, kde f(z) < 0, pouZivdme opét konvence s absolutni hodnotou.)

Pro pouZiti uvedeného vztahu je dilezité rozpoznat — pripadné aZ na multiplikativ-
ni konstantu — v integrovaném vyrazu funkci (vystupujici ve jmenovateli) a jeji derivaci
(v Citateli vyrazu).
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Priklady.

(a) /ﬁdx:%/l—%ﬂxz dz=3lnl+2*+c=%ln(l1+2%)+c, z€R

(vyraz 1 + z? je totiZ na celém R kladny).
dz

(b) Plati téz /2—$d:c = In(2z?)+c = 2In|z|4+c = 2| == proz € (—o0,0) nebo z € (0, +00).

1,2

(C)/7—3Idx:/ 7 dx_g/lf2d$:7arctg$—%ln(1+l‘2)+c,.’L‘ER.

1+ 22 14 z? z

/tgmdx = / (s:g;aé da = —/% dz = —In|cosz| na (—%+k7r, %—f—lm’),k € Z.
/cotg:cdac = / (s:i)r?;:j dz = In|sinz| na intervalech (km,m + k7), k € Z.

1

(d) /ﬁf = /ﬁ = / CES = dz = In|tgz| + ¢ na intervalech typu
2 i

CO8"2 s g

(k%, %+k%), € Z. 0Odtud lze (vyuZitim vztahu pro sinus dvojnasobného argumentu)

k
.d:cx , tentokrat pro = € (km, 7+ km), k € Z:

i (NP ETIE S e SO S T e z
4= /sina: _/ 2sin£cos E 2/ sinZcosZ 2%1n|tg2|+0—ln|tg2|+c_

2 )
ProtoZe cosz = sin(% — ), je také /cg% = / ﬁ = —ln’tg %{‘ +c=
=—In|tg(f — &)+ c=In|cotg($ — F)I+¢c, kde z € (=T +km, T +km), k€ 2.
Zde jsme pfi tpravach pouzili vztahu — In % = ln% (platiciho nap¥. pro A, B > 0)

a sudosti absolutni hodnoty funkce kotangens.

5.3 Metoda per partes

Zatimco formule pro derivaci souétu (rozdilu) funkei jsme vyuzili k p¥imé integraci, je me-
toda per partes (integrace ,po Castech“) odvozena ze vzorecku, podle kterého se derivuje
soucin funkci.

Oznalme u(z), v(z) dvé diferencovatelné funkce na otevieném intervalu I. PonévadZ pro
derivaci jejich soucinu plati (u(z) -v(x)), =u'(z)-v(z)+u(z) v'(z), vyplyvd odtud ihned,
e u(z)v(z) = [(u(z)v(z)) de = [(v'(z)-v(z)+u(z)-v'(z)) dz, z EehoZ dostdvame vatah

/u(:c) o) dr = ulp)-ola) = /u'(x) Bl ;
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Dokéazeme-li nyni spocitat jeden z integral vystupujicich v této rovnosti, jsme podle ni
schopni vypocist i integral druhy.

Priklady.

(a)
(b)

(¢)

Uvazujme funkce u(z) = z, v(z) = sinz. ProtoZe u/(z) = 1, v/(z) = cos z, dostdvame
integraci per partes: [zcoszde = zsinz— [1-sinzdz =zsinz+cosz+c, z € R.
Podobné pro vypolet integralu [z sinzde zvolime u = z, v’ = sinz, takie v’ =1 a
v = —cosz. Poté pro z € R dostaneme:

[zsinzde = z(—cosz)— [1-(—cosz)dz = —zcosz+ [coszdz = —z cos z+sinz+ec.
V takovychto ptikladech je tfeba spravné rozhodnout, kterou ze vzijemné nasobenych
funkei vystupujicich v integralu prohlasit za funkci nederivovanou (tj. u(z)) a kterou za
funkci derivovanou (tj. v'(z)). Pokud bychom v tomto pfikladu volili naopak u = sin z,
e —E potom je u = cOsZ a v = %xz, a pro hledany neurcity integral dostdvame:
[zsinzdr = 12%(sinz) — [ 12% - cosz dz. Thned je vidét, Ze tento postup k cili nepo-
vede, protoze namlsto abychom mocninu z sniZili, a tento ¢len tak z integralu odstranili,
doslo k jejimu zvyseni.

V pripadech, kdy neni jasné, kterou z moznosti pfi integraci per partes zvolit, je samo-
zfejmé mozné (a zadouci) zkusit moZnosti v8echny. (I kdyZ k cili nakonec nemusi vést
7adna.)

Zcela analogickym zplisobem se metoda per partes pouZiva i k vypoétu integrali typu
[ z™e*® dz, kde n € N, a # 0. Volime zde u = z", v’ = %, a protoze u' = nz™!,
v=1e% mime [z"e?® dz = 1z e —2 [z71ed® dg.

Tim jsme vypocet daného integrilu prevedli na integrél stejného typu, ve kterém se
ale z vyskytuje v mocniné o jednu niZsi. PouZijeme-li tudiZ tuto metodu n-krat za
sebou (vzdy pfi stejné volbé e jako derivované funkce a mocniny z*, k = 1,2,...,n,
jako funkce nederivované), dokdZeme mocninu z z neuréitého integralu zcela odstranit
a exponencialni funkci nakonec snadno zintegrujeme.

Zkusme aplikovat metodu per partes na integrél fsina: cos z dz, ktery jsme spoditali
jiz v minulém oddilu. Napftiklad pro u = sinz, v’ = cos z, je u’ = cos z, v = sin z, takze
[sinzcoszdz = sinz - sinz — fcosxsin:vd:z:.

Zdélo by se, Ze pfevedenim hledaného integrdlu na ten samy integral si mnoho nepo-
miZeme. Ale zde tomu tak neni: na uvedeny vztah se miiZeme divat jako na rovnici pro
neznamou pr1m1t1vn1 funkci. Oznalime-li tedy J = [sinzcoszdz, je J =sin*z — J,
tj. 2J =sin’z a J = fsm:ncosxd:z——sm r+4+c, z €R.

Prlmou integraci jsme vSak obdrZeli (alespoii na pohled) jiny vztah: J = fsm rcoszdr=
= 4 cos 2z+-c. Jsou-li ale oba vysledky spravné, mus1 se tyto prlmltlvnl funkece liSit pou-

ze aditivni konstantou. A tak tomu skute¢né je: — Z cos 2z =—1%(1-2sin bpy= ; sinr—1.

4
Stejnym ,trikem®, tj. vytvorenim rovnice pro hledany integral, 1ze pomoci metody per
partes najit primitivni funkci k funkci e®sinz (v tomto pfipadé se totiZ derivovanim
ani exponencialni, ani goniometrické funkce nezbavime).

Zvolime-li napf. u = e®, v’ = sinz (v tuto chvili jsou obé moZznosti stejné dobré), je
u' =e®, v=—cosz, takie [e®sinzdz = —e®cosz + [e”coszdz.

Pouzijeme-li nyni metody per partes jesté jednou, a zde je jiZ nutné za nederivovanou
funkci opét volit funkci exponencialni, tj. v = e*, v/ = cosz a u’ = €%, v = sinz, do-
staneme: [e®sinzdz = —e®cosz +e”sinz — [esinzdz.

Oznalime-li J = [e®sinzdz, je J = e*(sinz—cosz)—J, tzn. 2J = e®(sinz — cos z),
odkud J = [e®sinzdr = ;e%(sinz — cosz) + ¢, z € R.
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(f) Zvlasté vyznamné je pouZiti metody per partes pro integraci elementarnich funkei In z,
arctg r, arccotg z, arcsin z, arccos z. Postup je ve vSech téchto pfipadech stejny. Integro-
vanou elementarni funkci ndsobime konstantni funkci rovnou jedné — a tuto konstantu
bereme jako funkci derivovanou, abychom zderivovanim dané elementarni funkce ziskali
integrdl, ktery bude moZno spoditat.

Je tedy napf. [Inzdz = [1-Inzdz, kde pokladdme u = Inz, v/ = 1, a tedy v’ = %,
v = z. Dalsi postup je pak jiz zcela jasny: [Inzdz =zlnz— [ %x dz =zlnz— fdz =
=zlhz—z+¢c zeRT.

(g) Také integral [ z?arctgzdz feSime podobné: za nederivovanou funkci volime arctg z,

tj. u = arctg z, v’ = 22, a tudif v’ = Tlxz’ v = 2. Dostdvédme tak:

3
/.172 arctgzde = %;{;3 arctgx—%/ 1f_$2 dz = %:)33 arctgfv—%/(x— 1_5':62)(11' =
= %173 arCtng"%‘/$d$+%/l—fF dz = %xs arctg:c——%xz—l—%ln(lqhxz)-}—c, & € R.

5.4 Integrovani racionalnich lomenych funkci

Racionalni lomené funkce jsou tfidou funkci, kde obecny postup, jak nalézt primitivni
funkci, existuje. To je dileZité i z toho diivodu, Ze fadu integréalt (jak uvidime v nasledujicim
oddilu) je moZné substituci pFevést pravé na integraci t&chto funkei.

ProtoZe s nékterymi piiklady integrovani racionélnich lomenych funkci jsme se jiZ setkali

5 de de- dg — -1 oy
— napriklad — = lnz+e / e arctgz + c, e e 4+ ¢ — miZeme
ocekavat, Ze jako primitivni funkce se tu budou uplathiovat zejména logaritmické funkce,

arkustangens (nebo arkuskotangens) a funkce mocninna.

Integraci raciondlnich lomenych funkei je moZno rozlozit do nékolika krokt:
— Jednad-li se o funkci, kterd neni ryze lomena, je v prvé fadé nutné Eastetné vydéleni
jejiho citatele jmenovatelem;
— poté nasleduje rozklad takto ziskané ryze lomené racionalni funkce na parcialni zlomky
(ne vidy je ale pro vlastni integraci nutny);
— v posledni fazi pak integrujeme jednotlivé ¢leny tohoto rozkladu.

JelikoZ v rozkladu raciondlni lomené funkce se vyskytuji zlomky nékolika tvart (pokud
nebereme v tvahu polynom, ktery vznikne éasteénym vydélenim neryze lomené funkce —
jeho integrace je ale bezproblémova), stali znat integracni postup jen pro tyto p¥ipady.
Témi jsou:

1. integral typu / . jlxo dz, kde0 # A€ R, 2o € R;
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2. integral typu /%dfc, kde0 £AER, 20 €R,2<keEN;
x_

xo)k

3. integral typu /M dz, kde A, B,a,b,d € R, a > 0, b? < 4ad (tj. kvadra-
az’ + bz +d

ticky troj(:len je v redlném oboru nerozloiitelny a diky a > 0 nabyva jen kladnj/ch hod-

vavavava

Az + B

- dz, kde opét A, B,a,b,d € R, b? < 4ad,2 < k e N.
(az? + bz + d)

4. integral typu

Vyresit prvni dva typy neurcitych integrald jiz umime: je =

Sy S S e s e i S|
a/(x—:vo)k dz—A/(m o) dz=A e TesE (:c—xo)k_1+c’

a to bud pro z € (—o0, zg) nebo pro z € (zg, +0).

:4300 de = A-ln|z—xo|+c

Integraly uvedené pod bodem 3. jsme jiz pro nékteré specialni hodnoty konstant také
pocitali. V obecném pripadé se postupuje takto: vyraz v itateli upravime tak, aby obsahoval
derivaci jmenovatele, tj.

Az + B _%(Za:c—{-b)—I—B— :
ar? + bz +d ar? +br+d ;
potom bude
Az + B dx:/ A (2az +b) i / B— 4t i
az’ + bz +d az’ +br+d ar® 4+ bz +d
A 2azr + b Ab dz
=) B . e
e e Qa)/ax2+baz+d’
zintegrovat prvni vyraz potiZe necini, plati /—?M dz = In(az®+bz+d)+c, z € R,
axr® +bx +d

a tak zbyva dopocitat / Exz-lfi:ll):—x;_d ; ten povede na funkci arkustangens, nebot je roven
dz / dz . 7 » b2
/ = kde jsme kladny vyraz (d — —)
2 2 2 ! 4a
(Vaz+3%)" + (d- £) (Vaz +5)" + D

oznacili jako D ;
s integrilem typu /% jsme se ale jiZ setkali (v €asti nazvané p¥imé integrace), je
z“ +a

vaz + 2=
arctg(——\/_T2‘/E

e dz 1 .
tudiz / e + ¢, neboli
(Vaz + ﬁ)Q + (WD) V& )

m al~

dz o] b Ot
/am2+bx+d_\/@ arctg( >+c,kdeD_(d 4a),x€7€.

(Na ptikladu bude oviem uvedeny postup zrejmeﬁi.)

Integrély patfici pod bod 4. nechdme stranou nasi pozornosti. Nastinime pouze zakladni
ideu, kterak se daji nalézt.
Naprosto stejnou Gpravou Citatele zlomku jako byla provedena vySe ziskame (aZ na multi-

plikativni konstantu) integraly / (a$22—<|1_xb: j’_ o dz a / a +db$x ol Zatimco prvni
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z nich lze snadno fesit substituci (jak uvidime pozdéji), vypocet druhého probihd takto:
pomoci metody per partes je mozné odvodit rekurentni vztah, podle kterého lze integrdl

dz dz +—7 ; Postupnou aplikaci tohoto

/-

az? + bz + d)

Trevést na integral
P o /(ax2+bx+d)_

vztahu tak nakonec miZeme dojit aZ k integralu z bodu 3., jehoZ feSeni jsme jiZ probirali.

Priklady.

(a)

2

2% — :c =&+ 1 g4y Je zapotfebinejprve integrovanou funkeci

:1: =
Castecné podélit, tj. / 22° —x _1$+1 dx—/<21:—1+ 2$ 1)d2:.

— x —
To se déle rovna: /2:L'd:L’—/d.’C—I—/ 2x 1dx:x2—x+%ln|x2—1|—|—c, kde z
.Z' p—

Pti vypoctu integralu /

uvazujeme na nékterém z otevienych intervalt (—oo, —1), (—1,1), (1, 400).

Tento ptiklad ilustruje, Ze ne vzdy je nutné rozklad na parcidlni zlomky provadét:

vyraz - 1 ma totiz v Citateli, aZ na multiplikativni konstantu, derivaci jmenovatele,

x2

a primitivni funkci tak lze psat pfimo.

1 1
¥ . S ) T Y 2 2 =
I rozkladem se ovsem dojde k témuz vysledku: / m o= /( = & 1) dz =

=thnjz+1|+injz-1+c=1n|(z+1)(z—1)|+c=LIn|z® = 1| +c.

Jiné je to ale s neurcitym integralem / = - B zde je rozkladu tieba:

dz = 1
= = i = o Ryt
/xQ—l_/(SE+1+ )dx_ tlnjz+1|+1njz—1|+c= ln‘ \+c

kde opét z € (—o00,—1) nebo z € (—1,1) nebo z € (1, +00).

Vyse vyloZeny integracni postup pro integraly zahrnované pod bod 3. pfedvedme na, pii-

kladu f;?’ dz (ve jmenovateli je skutecné nerozloZitelny kvadraticky trojclen).
42245
& 52z +2) -4
NejPI“Ve ﬁprava éitatele: / ?—% dz = /%::_27)-}_5— dz =
1 2z + 2 4 1 2 dz
= Paatr Lo o b oo de = L] 2 5)—4 | —"F——.
2/x2+2z+5 - /x2+2x+5 S A /a:2+2:c+5

Uprava jmenovatele zbyvajiciho integralu pak dava:

dz 2.k dz dz | z+1
SaEA o e —_—— == t
/x2+2$+5 /(z+1)2+4 /(x+1)2+22 R
. . L~3 =y 2 12 z+1
Celkem je tedy: /———x2+2x+5dx—2ln(x + 2z + 5) — 2arctg 5 +c,z€eR.

(Pfesvédéit se zderivovanim vysledku o spravnosti integrace je v takovychto ptikladech
zcela na misté.)

Zintegrujme / 5z° 4_ 5¢° +2$ +2 dz . Po rozkladu raciondlni ryze lomené funkce na
gt — 23 — 222

parcidlni zlomky dostaneme / 5% —5¢° + ¢ +2 dz /( 2 e 3 _1~) dz

rt — 3 — 222 r+1 g2
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a to je ddle rovno 2In|z — 2|+ 3In|z + 1| + % + ¢. Ziskanou primitivni funkci pfitom
uvaZujeme na jednom z otevienych intervald (—oo, —1), (—1,0), (0,2), (2, +00).

5.5 Substituéni metoda

Poslednim postupem, kterého se pfi vypoctu neurcitych integrali ¢asto pouZiva, je sub-
stituéni metoda. Je odvozena z pravidla pro derivovani sloZené funkce.

Predstavme si, Ze feSime integral tvaru /f((p(x))go'(:c) dz, kde f je spojitd a ¢ diferen-
covatelnd funkce. Pokud umime najit primitivni funkei k funkci f, ozna¢me ji F', jsme prak-
ticky hotovi: hledanym integralem (na vhodném otevieném intervalu) bude funkce F (¢(z)),
o ¢em? se lze snadno presvéd¢it jejim zderivovanim — je cfl_:v (F (go(x))) = F'(p(z))¢'(z) =
= fp(2))¢'(z).

Vypocet integralu /f((,.o(x))cp'(m) dz tedy zavisi na tom, najdeme-li /f(z) dz. A pie-

vedeni jednoho integralu na druhy se déje pravé substituci ¢(z) = z. Krom& nahrazeni funk-
ce ¢(z) novou integra¢ni proménnou z je vSak pfi této substituci nutné nahradit i vyraz
¢'(z)dz vyrazem dz (déle budeme totiZ integrovat podle této nové proménné).

Z ¢eho vztah ¢'(z) dz = dz vyplyva ? Hledime-li na rovnost z=(z) jako na funkéni zavis-
lost mezi proménnymi z, z, miZeme tuto funkci z podle jeji promé&nné z derivovat. Tim for-

d

maélné dostaneme rovnost ﬁ = ¢'(z), odkud vynasobenim dz zminény vyraz dz = ¢'(z)dz
»odvodime“. (Uvedeny vztah se ¢asto oznacuje jako diferencial funkce z = p(z). Vyjadiuje
jeji pfirtstek v zavislosti na zméné hodnoty nezavisle proménné z.)

Rovnosti /f(z) dz = /f(c,o(x))(p'(m) dz, z=¢(z), lze ale naopak vyuZit i k pfevedeni

integralu z funkce proménné z na neurcity integral z funkce nové proménné z. Ten sice vypa-
dé na pohled komplikovanéji, ale v nékterych pfipadech to je pravé on, ktery se da spoéitat.

Pfi obou substitucich je po nalezeni primitivni funkce nutné vratit se zpatky k pivodni
proménné, coZ v druhém piipadé znamend dosazeni ¢ = ¢p~!(z) (zde p~! znadi funkci k ¢
inverzni; ta existuje, pokud je ¢(z) funkce ryze monoténni).

Samoziejmé, Ze ne kazdy integral musi byt substitu¢ni metodou fesitelny. Pro ur¢ité typy
funkci se pouzivaji urcité substituce — nékdy se da dokonce riznych substituci uzit i k in-
tegraci jediné funkce. Kdy a jakou substituci zvolit je pak opét véci praktické zkuSenosti
s poc¢itanim integrald a z ni vyplyvajici schopnosti rozeznat, Ze napfiklad integrovany vyraz
obsahuje funkci vCetné jeji derivace, jez je multiplikativné(!) spojena s integraénim sym-
bolem dz. (V fadé pfipadi je potom pfed pouZitim substituéni metody zapot¥ebi nejprve
provést vhodné tpravy.)
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Priklady.

(a)

(b)

Integrél [(2z—1)® dz umime zintegrovat piimo, a to diky linedrn{ substituci 2z—1 = z.

Protoze 42 — 2, je dz = 2dz, coZ po dosazeni do ptivodniho integralu dava:

dz
J@z—1P®de=; [(2z-18-2dz =1 [Adz=1.1. P41 ¢= £(2z-1P°+4c,zeR.

Integrujme funkeci (ve jmenovateli je nerozloZitelny kvadraticky trojclen).

4224 3z+1

: 5 dz dz 5 S .
Nejprve obvykld tpravas: / = / . Nyni pouZijeme takové

linearni substituce, abychom po dosazeni mohli z obou €lenti jmenovatele vytknout %,

tedy: 20+ § = %7t, odkud t= J5(82+3) a dt = - dv, neboli do = Y dr.
v

Pocitany integral tak bude dale roven: /—‘ = %/ﬁ =
(f t) e T+ L
4 16

V7 16 dt 24/7

Podobné jsme jiz substituéni metodu pouzivali pfi Fesenf integrald tvaru / i )> dz .

Zde je potieba poloZit z = f(z), dz = f'(z)dz, co? zadany integral prevadl na tvar

8z +3

—ivT
7 v

arctg=—=——=+c¢, z€R.

/ CLZ Odtud pak dostaneme vyslednou primitivn{ funkei In|z| + ¢ = In|f(z)| + c.

Konkrétné pro jiz uvddény integral z goniometrické funkce kotangens bude (pokldddme

SED e oy [t| + ¢ = In|sinz| + ¢ na intervalech
sin z t

sinz =1, coscde = dit):

(km,m+ k7)), k€ Z.

Integral / (—6"””—17 dz miiZeme nalézt substituei 302+z+2 = ¢, (6z+1)dz = dt.

3z +2+2)
1
= 6z 41 dt -7 58 =
Jetotlz:/ / /t dt=—1"= , TER.
(3z2+z2+2)7 2 (322 + x4+ 2)8
2x
Pro integraci /m dz pouZijeme po drobné tipravé substituce e® =t (z Eehoy
, e = t 1 =
@ =dt) : = — —
e de =d¢ ] /e$+3e dz t+3dt / e 3 4t = /dt t—|—3

=t—3Inft+3|+c=e"-3In(e®+3)+c, zeR.

. z G ; = = me ’ e
Integral / 7 -\l-/:/:f dz lze pfevést na integrovani racionalni lomené funkce polozenim

VT =z, cof dava dz _ - dZ = 2—12, neboli dz = 2zdz.

de 2\/_

?, miiZeme tuto rovnost odvodit naopak derivovanim 9% — 22.)

dz
: = z = e
Po dosazeni tak budeme mit: /1+2 dede = 2/ | iz = 2/(2 1 +1>d2 =

:2/zdz—2/dz+2/ZL+Zl— 222—2z+21n|z—|—1|+c:x—2\/§+21n(\/5+1)+c
kde z € (0,+00).

(PiSeme-li oviem = = z

152



(2)

V dosud uvedenych piikladech (snad s vyjimkou posledniho pfikladu (f)) se vidy za
funkci proménné = substituovala nova proménna (tj. ¢(z)=z). Substituci v opaéném
sméru, to znamend za z dosadit funkci nové proménné (tj. £ =g(z)), budeme demon-
strovat nyni.

Integral /\/1‘2 — z2dz, kde r je kladny parametr, spo¢itame substituci z = r - sinz

(misto funkce sinus by Sel pouZit i kosinus). ProtoZe primitivni funkci hleddme pro
z € (—r,r), uvaZujeme z na intervalu —%, %), kde je funkce sinus ryze monoténni.

JelikoZ dz = r cos zdz ana (—Z, I) je cos z > 0, mtiZzeme psat:

4’2
/\/1"2—xzdx:/\/rz—rzsinzz-rcoszdz: r?coszy/1 —sin?z dz =
— r2c0s2\/cos2zdz:r2/cosz-|cosz|dz:r2/coszzdz=%r2(2+%sin22)+c.

(Posledni integral jsme jiZ spoéitali pfimo pouZitim vztahu pro kosinus dvojnasobného
argumentu.)

Nyni zbyva jenom zpatky dosadit: protoZe z=rsinz, z € (—%, %), e = arcsin% a
el il = Dl L Gl =
/ r? — g2 de = }r%(arcsin  + g sin(2arcsin ) +e=
o L2 inl 1 si inZ. in L =
=37 (arcsm  + sinaresin i - cos arcsin 7n) +c=
= trilavcsins + L - e +c= iarcsin£+£ r2—z2+e¢
2 T r r2 =50 r 2 :
P1i Gpravach jsme pouzili vztaht sin2a = 2sina cos a, sin arcsin% = % (sloZeni inver-
” 2t i ¢ T 2 : :
znich funkei dava funkci identickou) a cosarcsin > = 4/1 — x_z (platnost této rovnosti
T
lze prokadzat napriklad takto: oznacime-li arcsin% =w, je w € (—%, %), takze plati
cosw = V1 —sin? w; ale to je jiZz ovéfovanda rovnost, nebot sinw = sin arcsin% = % T

Integraly tvaru [sin™ zcos™ zdz, kde m,n € N, se daji fesit substituci, jestliZe je
jedno z ¢isel m,n liché. Pro liché m pfitom pokldddme cosz = ¢, pro liché n uZijeme
substituce sinz = t (jsou-li licha ob€ &isla, vedou k cili pfirozen& obé& substituce).

Naprtiklad f sin® z cos? z dz spocteme dosazenim cosz = t, —sinzdz = dt:

[sin® z cos? zdz = — [ sin? z cos? z+(— sinz) dz = — [(1—cos? z)? cos? z-(— sin z) dz =
= —f(1 =) tdt = —[(#2 — 2t* + %) dt = -1 + 245 — 147 + ¢, co# po névratu
k piivodni proménné dévd —fcos®z + 2cos®z —Lcos"z+¢, z€R.

Primitivni funkci k sou€inu sin z cos z, kterou jsme dokézali najit jak p¥imo, tak i uZi-
tim metody per partes, je tedy moZno spocitat i substituci.

Vystupuji-li sinus i kosinus v uvaZovaném integralu v sudé mocniné, lze tento inte-
gral prevést na integraci sou¢tu sudych mocnin jen jedné z téchto funkci. K nalezeni
primitivnich funkei k sudym mocnindam funkce sinus & kosinus je pak moZno pomoci
metody per partes odvodit rekurentni vztah, ktery umozZiiuje postupné sniZeni této
mocniny v pocitanych integralech aZ na mocninu druhou. A uréit v konecné fazi inte-
graly [sin’zdz, [cos?zdz pro nés ji# problémem nen.

Neurcité integrély z funkci, v nichZ vystupuji funkce goniometrické (a které se nedaji
vyTesit jednoduchou substituci sinz = ¢, resp. cosz = t), lze asto pocitat substituci
tg -:28— = t. Obvykle tak jejim pouzitim dany integril pfevadime na integral z racionélni
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lomené funkce, ktery se da vidy nalézt (i kdyZ mnohdy velice obtizné).

Nalistujeme-li zpatky v textu partii o goniometrickych funkcich (kapitola elementarni
funkce), jsou v ni odvozeny vztahy

2tg L 1—tg?Z
sinx:—L, cosx:—z, r#£m+2km, ke Z.
1+tg22 1+tg?2
i
Z nich vyplyvéa dosazeni sinz = TI cosx = R Zbyva jesté nahradit dz: je
dt 1 lsin2§+C052§ 1t2.'13 1 1t2 1 dkud d 2 dt
E—coszgi_? cos? £ =3(t8" 3 +1) = 5(t*+1), odku e

Jednodussi je ale tento postup: z rovnosti tg% =t,z € (—m,m), plyne z = 2arctgt,

tj. de. 2 a pozadovanou rovnost mame ihned.

4 =14+
(Na tomto pfikladu je dobfe vidét, Ze hranice mezi obéma typy substituci nemusi byt
nikterak ostrd — v fadé piipadt vlastné ani nerozliSujeme, podle které postupujeme.)

dz
24+ cosz +sinz

Aplikujme tento zpisob vypoétu primitivni funkce na integral /

Il

2
: de = 1422 s 2
Po dosazeni bude /2+cosx+sin:1: —/2+ = o dt _/2+2t2+1—t2+2t dt
1+£2 T 142

2 dt fal
=oAL Bt Bl Lo
/t2+2t+3 /(t+1)2+2 S e

Do ziskaného vyrazu je pak nakonec potieba jesté za t zpatky dosadit tg % (primitivn{

funkce by pfitom meéla existovat pro z € R) a vysledek se pfipadné pokusit upravit.

Integral / sfl_nxf Jsme jiZ dfive odvozovali pfimo, a §lo by zde i substituovat tg % =

/ dz :/1+t2 ar— |4t 1n|t|+c:1n|tg%|+c,.’EE(kW,W+k)7F),k)EZ.

sinx 2t S
1+£2
MozZny je ale i tento postup: / da: = szz dzr = L:EQ dz a substituci
sin T sin” z 1 —cos“zx

cosr = z prejdeme k integrovani racionalni lomené funkece.

Integral /\/ 22 + z — 2 dz feSime tzv. Eulerovou substituci V22 +z —-2=1¢t+=z.

Odtud umocnénim dostaneme rovnost z2+z—2 = t2 4+ 2tr 4+ 22, tedy z—2tz = 12 +2 ,

2
tj. @ = i —+22t Pro dz pak plati:
=5 — (2 = A2 2 _ 942
dx:Zt(l 2t) — (12 +2) - ( 2)dt: ik e 0 P ' B 3 1 PR

(1 —2t)? (1—2t)? (1 —2t)?
UvaZovany typ integrélu tak lze touto substituci opét pfevést na integrovani funkce
t2+2)_ —2t> + 2t + 4

D=9t~ =B .

raciondlni lomené, v nasem pfipadé konkrétné na / (t +

(t—22+1242)-2(—t> +t+2) 2(—t% +t+2)?
(1—2¢)3 (1—2t)3

Pracnost dalsiho postupu (tj. astecné vydéleni funkce, rozklad na parcialni zlomky
a jejich nasledna integrace) je ovSem vice neZ ziejma.
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