Izomorfni Ulohy
v kombinatorice

FILIP KONOPKA




Permutace bez opakovani

* Kolika zpUsoby lze usporadat v polic¢ce 3 rlizné knihy?
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Permutace bez opakovani
* Kolika zpUsoby Ize usporadat v poli¢ce 3 rtizné knihy? \
* Kolik riznych telefonnich cisel Ize sestavit z 3 rlznych cislic?
158, 185, 581, 518, 815, 851 /
</

Kolika zpUsoby se mohou 3 lidé postavit do fronty? '/

Mame 3 izolované modely pro permutace bez opakovani — 1. abstrakénim zdvihem by bylo
uvédoméni si, Ze se jedna o jednu a tutéz dlohu , Kolika zptisoby Ize usporadat 3 rtizné prvky?“

2. abstrakcnim zdvihem by bylo uvédomeéni si, ze ve vsech pripadech rfesime ulohu

,Kolika zpGsoby lze usporadat n riznych prvki, pokud zalezi na jejich poradi a prvky se nemohou
opakovat?“ Odpovéd: n*(n-1)*...*3*2*1

Genericky model: Pocet permutaci bez opakovani z n prvki je roven n! = n*(n-1)*...*3*2*1
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* Na trati bézi 10 zavodniku. Kolika zplsoby mezi né mizeme rozdat 3 medaile: zlatou,
stfibrnou a bronzovou?
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* Na trati bézi 10 zavodniku. Kolika zplsoby mezi né mizeme rozdat 3 medaile: zlatou,
stfibrnou a bronzovou?

* Kolik tfimistnych telefonnich cisel |ze utvofil z Cislic 0-9, pokud se Cislice nemohou opakovat?

* Ucitel pfi hodiné matematiky napise na tabuli tfi rizné priklady a ve tfidé je 10 studentu.
Kolika zpUsoby muze vyvolat tfi studenty na ustni zkouseni?




Variace bez opakovani

Na trati bézi 10 zavodnika. Kolika zplsoby mezi né mGZeme rozdat 3 medaile: zlatou, stfibrnou a
bronzovou?

Kolik tfimistnych telefonnich Cisel Ize utvoril z Cislic 0-9, pokud se Cislice nemohou opakovat?

Ucitel pti hodiné matematiky napiSe na tabuli tfi rdzné priklady a ve tfidé je 10 student(l. Kolika zpUsoby
muUzZe vyvolat tfi studenty na uUstni zkouseni?

1. abstrakéni zdvih: Re$ime stejnou ulohu , Kolika zpGsoby mGZeme vybrat 3 rGizné prvky z 10, pokud
nam zalezi na jejich poradi?“

2. abstrakéni zdvih: Resime-li tlohu ,Kolika zptisoby miZzeme vybrat k réiznych prvk(i z n, pokud ndm
zalezi na jejich poradi?“, ptdme se na pocet variaci bez opakovani k-té tridy z n prvku.

Genericky model: Kolika zplsoby Ize vybrat k rdznych prvki z n, pokud nam z?leii na jejich poradi je
pocet variaci bez opakovani k-té tfidy z n prvkl a spocteme je: V(k,n) =

(n—-k)!
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Kombinace bez opakovani

- Kolika zpUsoby lze sestavit 6-ti Clenny tym na volejbal z 10 hrdco?e

- Kolika zpUsoby mUzeme v loterii vybrat é Cisel z 102



Kombinace bez opakovani

- Kolika zpUsoby Ize sestavit 6-ti Clenny tym na volejbal z 10 hrdco?e

- Kolika zpUsoby muzeme v loterii vybrat 6 Cisel z 102

- 1. abstrak&ni zdvih: Resime Ulohu ,,Kolika zpusoby Ize vybrat 6
orvkU z 10, pokud nezdlezi na jejich poradi a prvky se nemuzou
opakovate

. 2. abstrakéni-zdvih: Resime Ulohu ,,Koliko zpusoby Ize vybrat k
prvku z n, pokud nezdlezi na jejich poradi a prvky se nemuzou
opokovc’r2“ a tedy se ptdme na pocet kombinaci bez

opakovani k-té fridy z n prvku.



Kombinace bez opakovani

- Kolika zpUsoby Ize sestavit 6-ti Clenny tym na volejbal z 10 hradcu?

- Kolika zpUsoby muzeme v loterii vybrat é Cisel z 102

- 1. abstrak&ni zdvih: Resime Ulohu ,,Kolika zpUsoby ze vybrat 6 prvku z
10, pokud nezdlezi na jejich poradi a prvky se nemuzou opakovate

- 2. abstrak&nizdvih: Resime Ulohu ,,Kolika zpusoby Ize vybrat k prvkd z n,
pokud nezdlezi na jejich pofadi a prvky se nemuzou opakovaie” a tedy
se ptdme na pocet kombinaci bez opakovani k-té fiidy z n prvku.

- Genericky model: Pocet kombinaci bez opakovani k-té ffidy z n prvku
spocteme jako

k!(n—k)!
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barvy, a bilou?
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Variace s opakovanim

* Kolika zplsoby mizeme vymalovat pokoj, pokud jsou zde 4 stény a mame k dispozici dvé
barvy, cervenou a bilou?

 Kolik rdznych 4-mistnych telefonnich Cisel Ize sestavit ze dvou Cisel, 0 a 1?

* 1. abstrakcni zdvih: Kolika zpUsoby lze kazdému z 4 prvkd pfiradit 2 prvk(? Zalezi na
usporadani a prvky se mohou opakovat.

» 2. abstrakcni zdvih: Kolika zpUsoby lze kazdému z k prvk{ priradit n prvka? Zalezi na
usporadani a prvky se. mohou opakovat. To je ekvivalentni tomu, Zze hledame pocet variaci s
opakovanim k-té tridy z n prvku.

* Genericky model: pocet variaci s opakovanim k-té tridy z n prvkd spocteme jako

V'(k,n) = nk



Permutace s opakovdanim

* Mame v krabicce 9 pastelek: 3 modré, 2 zluté a 4 cervené. Pastelky jedné barvy povazujeme
za nerozlisitelné — jsou stejné dlouhé, stejné orezané, atp. Kolika zpUsoby je mizeme
usporadat v krabicce?
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Permutace s opakovdanim

* Mame v krabicce 9 pastelek: 3 modré, 2 zluté a 4 cervené. Pastelky jedné barvy povazujeme
za nerozlisitelné — jsou stejné dlouhé, stejné orezané, atp. Kolika zpUsoby je mizeme
usporadat v krabicce?

* V Fadé stoji 9 osob tfech rdiznych narodnosti: 3 Francouzi, 2 Cesi a 4 Angli¢ani. Kolika zpGsoby
se mohou postavit do rady, pokud zaménéni dvou osob stejné narodnosti povazujeme za

stejné usporadani?
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Permutace s opakovdanim

Mame v krabicCce 9 pastelek: 3 modré, 2 Zluté a 4 cervené. Pastelky jedné barvy povazujeme za
n?(roi)l_lgflte%ne — jsou stejné dlouhé, stejné orezané, atp. Kolika zpusoby je mizeme usporadat
v krabiccer

V fadeé stoji 9 osob tfech riznych narodnosti: 3 Francouzi, 2 égéi a 4 Anglicani. Kolika zpGsoby se
mohou postavit do rady, pokud zamenéni dvou osob stejné narodnosti povazujeme za stejné
usporadani?
(3+2+4)!

3! 2! 4!

Odpovéd:

1. abstrakcni zdvih: Mame tfi ruzné skupiny a v kazdé skupiné jsou nerozlisitelné prvky. V prvni skupiné
jsou 3 prvI;y, ve druhé skupiné jsou 2 prvky a ve treti skupiné jsou 4 prvky. Kolika zpusoby je mizeme
prerovnat:

2. abstrakéni zdvih: Kolika zpusoby mlGzZeme usporadat skupinu n prvkd, ktera se sklada z k skupin,

EFi(“:erpi kaZzda takova podskupina obsahuje nerozlisiteIné prvky (k1 je pocet prvkd v prvni podskuping,
2 pocet prvkl v druhé podskuping, ... apod)

(ki+ ky + ..tky)!
kqlxkyl*e-xky!

Genericky model: Hledame pocet permutaci s opakovanim P(kq , k5, ... k,,)=



Kombinace s opakovdanim

* V cukrarné maji 3 druhy dortti v dostatecném mnozstvi: Jahodovy, cokoladovy a bananovy.
Kolika zpUsoby Ize koupit 5 dort?




Kombinace s opakovdanim

* V cukrarné maji 3 druhy dortti v dostatecném mnozstvi: Jahodovy, cokoladovy a bandanovy. Kolika
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* 1. abstrakcni zdvih: Kolika zpdsoby Ize vybrat celkem 5 prvkd, vybirdme-li ze 3 skupin, pficemz v kazdé
skupiné jsou nerozlisitelné prvky a je jich neomezeny pocet?




Kombinace s opakovdanim

V cukrdrné maji 3 druhy dortti v dostatecném mnozstvi: Jahodovy, cokoladovy a bandanovy. Kolika
zpUsoby lze koupit 5 dort(?

1. abstrakcni zdvih: Kolika zptsoby Ize vybrat celkem 5 prvkd, vybirame-li ze 3 skupin, pricemz v kazdé
skupiné jsou nerozlisitelné prvky a je jich neomezeny pocet?

2. abstrakcni zdvih: Kolika zptUsoby Ize vybrat k prvk( z n riiznych skupin, paklize v kazdém skupiné
madme neomezeny pocet nerozliSitelnych prvki a nezdlezi nam na usporadani?




Kombinace s opakovdanim

* V cukrarné maji 3 druhy dortti v dostatecném mnozstvi: Jahodovy, cokoladovy a bandanovy. Kolika
zpUsoby lze koupit 5 dort(?

* 1. abstrakcni zdvih: Kolika zpdsoby Ize vybrat celkem 5 prvkd, vybirdme-li ze 3 skupin, pficemz v kazdé
skupiné jsou nerozlisitelné prvky a je jich neomezeny pocet?

» 2. abstrakcni zdvih: Kolika zpasoby Ize vybrat k prvkt z n rtiznych skupin, paklize v kazdém skupiné
madme neomezeny pocet nerozliSitelnych prvki a nezdlezi nam na usporadani?

* Genericky model: Ptdme se na pocet kombinaci s opakovdnim k-té tfidy z n prvkd.




Kombinace s opakovanim — odvozeni

* V cukrarné maji 3 druhy dortti v dostatecném mnozstvi: Jahodovy, cokoladovy a bandanovy. Kolika
zpUsoby lze koupit 5 dortd?

* lzomorfni Uloha s Ulohou ,Kolika zplisoby lze vlozit 5 nerozlisitelnych predméti do 3 prihradek?“

* Hnédé kolecka reprezentuji cokolddové dorty, cervené kolecka jahodové dorty a modré kolecky bandnové dorty. Tedy
prvni Fddek reprezentuje moZnost, Ze jsme koupili v cukrdrné 2 &okolddové, 1 jahodovy a 2 bandnové dorty, atd.




Kombinace s opakovanim — odvozeni

« Kolika zpusoby lze vlozit 5 nerozlisitelnych predmétu do 3 prihradek? je
izomorfni uloha k uloze ,V krabicce mame 7 pastelek — 2 zluté a 5 cervenych.
Pastelky téze barvy jsou nerozliSitelné. Kolika zpusobe je l1ze usporadat?“

, 245)!
. P'(2,5) = (2!5!) =21




Kombinace s opakovanim — odvozeni

o ,Kolika zplisoby lze vioZit k nerozlisitelnych pfedméti do n prihradek?“ je
izomorfni uloha k uloze ,,V krabicce mame k+n-1 pastelek — z toho k zlutych a
n-1 ¢ervenych. Pastelky téZe barvy jsou nerozlisitelné. Kolika zptsoby je lze
usporadat?“ (tj. permutace s opakovdanim z prvki k a n-1) a to je izomorfni
uloze ,,Kolika zpusoby lze vybrat k prvka z n riznych skupin, paklize v
kazdém skupiné mame neomezeny pocet nerozlisitelnych prvka a nezdlezi
ndam na usporadani?” (tj. kombinace s opakovanim k-té tridy z n prvki)

.. P'(kn—1)=K(kn)
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