7. DODATKY

F?.l Inverzni maticcﬂ

Definice. Necht A je &tvercovd matice Fadu n. Inverzni matici k matici A nazveme
takovou matici A=, pro kterou plati A™' - A = A- A7 = I, (I, znaci jednotkovou matici
n-tého Fadu).

Poznamky.

(i) Je zfejmé, Ze pokud takova inverzni matice A~! existuje, je také &tvercovou matici

Fadu n.

(ii) Soutin matic obecn& komutativai neni, nieménd rovnost A- A1 = A7! - A plati.

(iif) K nulové matici inverznf matice neexistuje — souin nulové matice s libovolnou maticl
(tého? Fadu) toti# ddvé vidy matici nulovou.

(iv) ProtoZe I, je jednotkova, tedy regularni matice, musi byt nutné A1 1 A matice regular-
ni (vime, Ze pokud v souéinu vystupuje alespofi jedna matice singularni, je vysledkem
této operace opét matice singulrni).

Vata, Matice A~1 existuje pravé tehdy, kdy# matice A je regularni.

Poznamky.
(i) Predpoklad regularity matice A je tedy pro existenci inverzni matice A~ také soucasné
podminkou postafujici. :
(ii) Pokud matice A~! existuje, je uréena jednoznatné. To je disledkem toho, Ze soustava
line4rnich rovnic s regularni matici soustavy ma pravé jedno feseni.
(iii) ProtoZe [ -I =1, je [-! = [. Jednotkova matice je tudiZ inverzni sama k sobé.
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(iv) ProtoZe det(A-A~!)=detA-detA™! a det{A- A7) =det] =1, je detA~! = 3 ltA .
e

(v) Vime, Ze fefeni soustavy linedrnich rovnic s maticovym zépisem AT = 5, kde A je
regularni matice (feSeni pak existuje jediné), mfifeme ziskat jako ¥ = A1B.
Je totis skuteiné AF = A(A~10) = (AA~1)b = Ib = b (zde jsme vyu#ili asociativnosti
nasobenf matic).

(vi) Pro reguldrni matici A je (A7!}™' = A. To znamena, %e inverzni matice k inverzni
matici je opét matice piivodni. '
(Plati AT =§ <= 7 = A"1§ <= (A 1)"17 = §. Nyni sta&i porovnat levé strany
prvni a tfeti rovnosti.)

(vil) Pro regulérni matice A, B tého# ¥adu plati: (AB)~! = B~14~1,
(Je (AB)f = § «= # = (AB)~'§. Zaroveh (B~'A-')(AB)Z = (B~1A1)7,
kde leva strana této rovnosti — vyuZijeme-li asociativnosti ndsobeni — také dava z:
B7Y(A7'A)BFZ = (B~!B)f¥ = 7. Pak ji# sta& porovnat pravé strany druhé a tfeti
rovnosti.) '

Otazkou nyni je, jak pro danou reguldrni matici A inverzni matici A™! najit.

Oznafme sloupcové vektory hledané inverzni matice A1 jako 3),3,,..., 8, (n € N znadi
fad matice, kterou invertujeme} a soucasné sloupcové vektory jednotkové matice I, jako
1 0
= 7 nd s 0 rd ].
i1,99,...,t5. Je i3 = , i = atd.
0 0

Pro takto oznacené sloupcové vektory pfimo z definice inverznf matice vyplyvaji vztahy:

Jednou z mozZnost{ vypo€tu inverzni matice — uréenf jejich sloupcovych vektorti & —
Je tedy vyTeSit téchto n soustav linedrnich rovnic, které maji tuté? matici soustavy a lis{ se
jen pravymi stranami. Postup Gaussovy eliminace tak miZeme providét pro viechny sou-
stavy zdrovell, samozfejmé s uvaZenim vétdiho poctu vektorl pravych stran — jak ilustruje
nasledujici priklad.

Piiklad.
1 3 -1

Méjme matici A= |2 -4 2|, je je regularni (detA = 12}. Hledejme A1,
3 1 -1

Roziifené matice tff vySe zminénych soustav A8 = 4, A5 = iz, A8 = i3 (s vektory ne-
znamych 31, &, &) jsou:

1 3 -1 1 0 0
2 -4 2 0 1 0],
3 1 -1 0 0 1

kde jsme napravo od silnéjii svislé Cary zapsali sloupcové vektory pravych stran jednotlivych
soustav (a odd&lili je slabgimi svislymi &arami).
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Reme nyni tyto tii soustavy (najednou) standardnim postupem. Nejprve od druhého, resp.
t¥etiho Fadku odefteme dvojnasobek, resp. trojnasobek fadku prvniho:

1 3 -1 1 0 0
0 —-10 4 -2 1 0
60 -8 2 -3 0 1

Nyni od pé&tinasobku tfetiho Fadku odelteme &tyindsobek fadku druhého:

1 3 -1 1 0 0
0 —-10 4 -2 1 0
0 6 -6 -7 —4 5

Tim jsou rozsifené matice soustav pfevedeny na stupiiovy tvar, ze ktercho by jiZ bylo mozné
vektory neznamych 31, 3, 53 snadno urdit. '

Vyhodn&j$i nicmén& bude v daném procesu déle pokrafovat tak, abychom od matice sou-
stavy ve stuptovém tvaru dospéli pomoci elementarnich Gprav k matici diagonaln{ (dokonce
jednotkové). Nejprve se budeme snaZit ,,vynulovat® prvky (matice soustavy) na pozicich 1,3
a 2.3, a posléze prvek s indexem 1,2.

K trojnasobku druhého ¥adku tedy nejprve pfi¢teme dvojnsobek fadku tfetiho, a zaroven
od Sestindsobku Fadku prvnifho odedteme Fadek tfeti:

6 18 0 13 4 -39
0 =30 0 —20 -3 10
0 0 -6 —7 —4 5

Dale zbyva k pétindsobku prvniho fadku pfiéist trojndsobek Fadku druhého:

30 0 0 5 5 5

0 -30 0| -20 | -5 | 10
0 0 —6 | -7 | -4 | 5

Vydélime-li nyni koneéné prvni fadek &islem 30, druhy —30 a tfeti —6, bude procedura
pfevedeni matice soustavy na matici jednotkovou zavrSena:

10 § | @ g
0 1 5l e | 3

7 2 5
o 01 § | 3 | “§

Zdtraznéme, ¥e jsme k (pravam systému rozifenych matic soustavy pouZili pouze téch
tprav (oznaovanych jako elementarni), které mnozinu feSeni zachovavaji.

V fem tkvi vyhoda tohoto tzv. ,zpétného chodu” Gaussovy eliminace? Pokud pfepideme
ziskané schéma zpatky jakoZto tfi soustavy linedrnich rovnic, vidime, Ze plati:

Loy
ii
oy
W
—
Il
D ~F D D=
wl
H
—y
Wy
)
il
WD b= Ohf=
o
e G Chfr=

194




Sloupcové vektory pravych stran vystupujici v poslednd uvedeném tvaru systému roz§i-
fenjch matic (pfi jednotkové matici soustavy!) tak nejsou ni&im jinym, ne¥ sloupcovymi
vektory hledané inverzni matice. '

Jinak Fefeno: inverzni matici k dané matici A méZeme nalézt tak, e napravo od matice A
napiSeme matici jednotkovou; jestliZe potom nalevo zapsanou matici A pfevedeme elemen-
tarnimi dpravami na jednotkovou, pak pfi sou¢asném providéni tych? Gprav také v matici
napravo je tato pfevedena na matici inverzni.

Poznamky.

(i) Elementarni Gpravy v Gaussové eliminaci se tykaji vyhradné fadkovych tiprav. Neni
tak moZno kupfikladu ménit pofadi sloupctt v maticich — to by obecné vedlo k 1e-
spravnému vysledku!

(ii) Sprdvnost vypottu je samozfejmé vhodné ovéfit zkouskou: soudin AA~" musi dat jed-
notkovou matici.

Jinou moZnosti, jak inverzni matici spogitat, je vyu¥it determinants.

Mé&jme dénu reguldrni matici A (n-tého fadu). Oznafme subdeterminant této matice
naleZici prvku a;; jako A;;. Symbol D;; = (—1)*7 4;; necht dale zna&f tzv. doplnék tohoto
prvku. (Je to pravé tento ¢len, ktery nasoben prvkem a; j Vystupuje v rozvoji determinantu.)

Inverzni matici A~! pak mfifeme zapsat ve tvaru

-1 1 . '
A :m(bu), kde b,‘j:Djz‘, 2,_7:1,2,...,?’2..
Tedy napiiklad prvek nachazejici se ve druhém ¥adku a tietim sloupeci inverzn{ matice se
potitd z dopliku prvku azs!

Poznamka.

Pokud bychom definovali tzv. transponovanou matici k matici A (zna&ime A7) jako

matici, kterd vznikne tak, %e fadky matice A piSeme v nezmé&n&ném potadi do sloupci, lze
o X . -1 __ 1 AT

struné psit A= = == (Dy;) .

Ptiklad.
1 3 -1
Vratme se k minulé dloze a naleznéme inverzni matici k matici 4 = [ 2 -4 2 | pomoci
3 1 —1
dopltikd. Je detA = 12, spottéme doplitky viech prvki:
: —4 2 2 2 2 -4
= - 1+1 = =~ 142 prng = | — L+3 =
Dy =(-1) i _1‘ 2, Dipp=(-1) 3_1 8, Diz=(-1) 3 1’ 14,
3 -1 1-1 ' 13
Do = (=1 1—1\22’ Do=(-1)""21y |52 Da=(-1)"*|, 1‘”__8’
3-1 1-1 i 3
Dy = (=1)%+| 3 2‘= 2, Dyp=(-1*2 |, 7, ==, Dy= (-1} _4|:‘10'
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1D11D12D13T12814T1222
A_]': d T,A D21 Dgg D23 = E 2 2 8 :ﬁ 8 2 -4 -
€ Dy; Dsa Dss 2 —4 —10 14 8§ —10
i 1 1
6 6 8
— 2 1 _1
- 3 6 3
T2 _5
6 3 6

7.2 Vektorovy a smiSeny souéinJ

Vektorovy soufin dvou vektordl je operace, jejim? vysledkem (jak nédzev napovida) je opét
vektor. Lisi se tim od soudinu skaldrniho, kde vysledkem je &islo (skaldr).

Na rozdil od skalarniho soudinu, ktery je definovén v jakémkoliv prostoru R™, uvaZujeme
vektorovy souéin pouze v t¥idimenzionalnim prostoru R3. (P¥ipomefime jen, %e naptfklad
pro @ = (u1,u2,u3), ¥ = (v1,v2,v3) je skalarni souin @-7 = uyvy + uavs +uavs, pro velikost
vektoru @ pak plati [#] = v/u? + v} +ui = VEZ-@. Pokud @ - = 0, fikdme, Ze vektory
@ a ¥ jsou na sebe kolmé.)

3

Definice. Vektorovym soudinem dvou linedrné nezdvislych vektord @, ¥ € R° rozumime

takovy vektor W € R® — znadime & = @ x ¥ — pro ktery plati:
(1) @ je kolmy na oba vektory i, ¥;
(2) pro velikosi vektoru o plati: | = |i| - |¥] - sina, kde a je odchylka vektorii @, 7;

(3) vektory i, ¥, W tvofi v R? tzv. pravotodivou soustavu soufadnou.

V pFipadé, Ze vektory i, ¥ jsou linedrné zdvislé, pokldddme @ x ¥ = & (fj. @ je nulovy
vektor).

Poznamky.

(i) Jestlize @ nebo ¥ je nulovy vektor, je bud |i] = 0 nebo || = 0, a dodatek definice
tykajici se vektorového soulinu linedrné zavislych vektorli je pro tento ptfipad zcela
ve shod& s bodem (2) (¥ = ¢ < |&| =0j.

(ii) Podobné je tomu i tehdy, kdy# @, ¥ jsou linedrné zavislé nenulové vektory — pak je
bud a = 0 nebo o = 7, a tedy sina = 0. '

i -

@ - o]

(iii) Zatimco bod (1) uvedené definice uréuje smér vysledného vektoru, bod (2) udava jeho
délku. Takové vektory jsou oviem stale je¥t& dva, a jsou opafné orientované. Bod (3)

(Pro odchylku o nenulovych vektordi #, ¢ plati zndmy vztah cosa =
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