3. DIFERENCIALNI POCET
FUNKCI JEDNE PROMENNE

Tématem této kapitoly bude sezndmit se s metodami, které (kromé jiného) umoziuji vy-
Setfovat vlastnosti funkei jedné realné proménné. Kli¢ovym nastrojem pfi té€chto postupech
bude derivovéni, a zcela zdkladnim pojmem, ze kterého i derivace vychdazi, limita.

3.1 Vlastni limity

Limita funkce, zhruba feceno, vypovidd o tom, jak se funkce chova v ,nejbliZsim okoli“
daného bodu (pfipadné pro hodnoty nezdvisle proménné rostouci nade vSechny meze, resp.
klesajici pod jakoukoli mez). Je to tedy (v jistém smyslu) vétsi informace, neZ jen znalost
funkéni hodnoty v tomto bodé — ta nam totiZ o tom, jak se funkce chové jinde, nefika zcela
nic.

V dalsim textu budeme pouzivat nasledujici pojmy:

— okolim bodu a € R budeme rozumét jakykoliv otevieny interval, ktery tento bod
obsahuje;

— epsilonovym okolim bodu a (¢ > 0) pak interval (a — g,a + ¢) = U.(a);
— prstencovym okolim bodu a budeme nazyvat okoli bodu a bez tohoto bodu;

— prstencové §-okoli bodu a tudiz bude mnozina Ps(a) = (a — §,a) U (a,a + 6),6 > 0.

Funkei v této kapitole budeme rozumét realnou funkci jedné realné proménné.
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Definice. Necht f je definovdna na jistém prstencovém okoli bodu a € R. Rikime, Ze
funkce f md v bod€ a limitu A € R, plati-li:

Ve>0 36 >0 tak, Ze Vo € Ps(a) je f(z) € U(A) .

Tuto skutecnost znac¢ime zapisem lim f(z) = A.
r—ra

Poznamky.

(i)

(iii)

(iv)

(v)

Nékdy se misto zapisu 11_1}11 f(z) = A uzivd zapisu ¢ - a = f(z) — A, ktery tak
mozna lépe vystihuje tojvoéav definici limity bézi.

Znamena totiZ, Ze funkce f md v a limitu A, jestliZe plati: ,bliZime-1i“ se s proménnou z
do bodu a, pak se funkéni hodnoty f(z) ,p¥iblizuji“ ¢islu A.

A pravé tento fakt ,piibliZovani“ v uvedené (tzv. epsilon-delta) definici poméha reali-
zovat obecny (V) a existenéni (3 ) kvantifikator.

Funkce f méd v a limitu A, plati-li: 0 g 2= 1)
at zvolime € sebemensi (ale kladné),

musime byt schopni nalézt &islo § >0 /
tak, Ze funkéni hodnoty vSech bodii A+e

z mnoziny (a—6,a)U (a,a+d) budou

spliovat relaci A —e < f(z) < A+e. A
Podstatné pritom je to, Ze takové ¢

musime dokazat najit (tj. 35), at je € A
jakékoliv (tj. Ve) — tedy zejména at

je € jakkoli malé.

V obecném pripadé tak, jestliZe pla-

ti li—IBz f(z) = A, ke zmenSenému ¢

nachazime i mensi 6, ¢im% se pravé
v poznamce (i) zminény proces ,,pfi-
blizovani“ uskuteéiiuje.

Ny,

x

0

V definici limity vystupuje Ps(a) = (a—4,a)U(a, a+46), tedy prstencové d-okoli bodu a:
existence (a jeji hodnota) ¢ neexistence limity funkce tak viibec nezavisi na tom, jaka
je funkéni hodnota f(a) v samotném bodé& a — funkce v tomto bodé dokonce nemusf
byt definovdna viibec. DileZité je tedy pouze to (z hlediska limity), jak se funkce chové
v ,blizkém“ (prstencovém) okoli tohoto bodu.

Zépis lim f(z) = A znamend jednak, %e limita existuje, jednak, 7e je rovna A. Pokud
r—ra
totiZ tato limita existuje, pak existuje jedina (tj. ¢islo A € R je uréeno jednoznaéné).
Limitu lim f(z) = A pro a, A € R nazyvame vlastni limitou (tj. A) ve vlastnim bodé&
r—ra
(tj. a).

Piiklady.

(a)

Bud f(z) = %4 =0.Je il_r% z? = 0, nebot pro hodnoty ¢ ,malo se li§ici“ od nuly se

od nuly bude o ,malo ligit“ i jejich funkéni hodnota z2.

Nicméné, jak tuto skuteénost prokazat s ohledem na uvedenou definici?

Méjme € > 0. To, co méme udélat, je najit kladné é takové, aby pro z € (—4,0) U (0, 6)
bylo —e < 2% < ¢. Zde ale zcela jisté staci vzit § = \/€, nebot plati:

—VE<z<E = a2 < (vE)=e.
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Pfedepise-li ndm nyni nékdo jakékoliv jiné ¢, dokdZeme najit (pfipadn&) jiné § (=+/¢
nebo t¥eba mensi) takové, aby implikace v definici limity z@istala v platnosti.
DokéZeme-li toto pro libovolné ¢ (a to jsme pravé predvedli), je tudiZ dle definice

limz2=0.
x—0

(b) Funkce sgn(z) mé limitu v jakémkoliv bodé& rizném od nuly. Napiiklad pro a = 3 je
il_r% sgn(z) = 1. At je totiz € > 0 jakékoliv, existuje kuptikladu 6 = 1 tak, Ze pro
t€(3-63+0)=(2,4),z#3, je |f(z)-1=1-1=0<e.

V bodé a = 0 vSak funkce sgn(z) limitu nema. V kaZdém prstencovém okoli nuly totiz
existuji body, ve kterych funkce nabyva hodnoty 1, ale také body, v nichZ nabyva hod-
noty —1. K Zddnému (jedinému) &islu se tedy tyto hodnoty nepfiblizuji.

(c) Aby funkce f v bod& a neméla limitu A, staéi ovéfit platnost negace vyroku z definice
limity. Touto negaci je

3e>0Vé>0 3z € (a—6,a)U(a,a+d) takové, Ze |f(z) — Al > ¢ .
(Povsimnéme si, Ze negovanim se obecny kvantifikitor mén{ na existenéni a naopak
a negaci vyroku Vi = V; je vyrok V; A(=V2) — symbol =V, zde zna&i negaci vyroku Vs,
¢teme non V3.)

Pro¢ tedy neplati napf. il_% sgn(z) =17
Existuje kupf. € = £, %e pro jakékoliv § > 0 najdeme v mno#ing (—6,0) U (0,6) bod,
ve kterém se funkéni hodnota lisi od jedné o vice ne% % — takovym bodem je tfeba
&= —%6 s funkéni hodnotou rovnou —1.

Nahradime-li v definici limity mnoZinu Ps(a) intervalem (a,a + &), hovotime o limité
funkce f v bodé a zprava a znacime 1_151+ fle).

Interval (a,a + §) nazyvame pravym prstencovym é-okolim bodu a.

Analogicky: budeme-li v definici limity uvaZovat naopak jenom body z levého prstenco-
vého é-okoli bodu a (tj. z mnoZiny (a — 4, a)), hovofime o limité funkce f v bod& a zleva
a znalime Il_1’r£1 f(z).

K tomu, abychom mohli o existenci limity funkce f v bodé& a zprava, resp. zleva vibec
uvaZzovat, je samoziejmé nutné, aby funkce f byla na né&jakém pravém, resp. levém prsten-
covém okoli tohoto bodu definovéna.

Plati tvrzeni: lim f(z)=A < lim f(z)= lim f(z)=A.
r—ra r—ra+ r—a—

Priklady.

(a) Uvedli jsme, Ze (tzv. oboustrannd) limita funkce sgn(z) v bodé nula neexistuje. Existuji
ale obé€ limity jednostranné: neni tézké ovéfit, Ze lim sgn(z)=1a lim sgn(z) = —1.

z—04 z—0—

A protoZe jsou tyto limity zprava a zleva rozdilné, je neexistence oboustranné limity
disledkem vyse uvedeného tvrzeni.

(b) Yy & y= sin%
p=1
Prikladem funkce, kterd v nékterém /\ [\ /
bodé nemé dokonce ani jednostranné -
limity, je funkce sin % / \J \/ d
=i
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Zaj)ima-li nés 1iI(IJl+ sin% — tj. chovani této funkce pro malé kladné (a zmensSujici se)
z—

hodnoty proménné z, zjistujeme, Ze odpovida chovani funkce siny pro hodnoty y ros-

touci nade vSechny meze. Na kazdém intervalu (0, §) tak funkce sin% nabyva stejnych

hodnot, jako funkce siny na mnoZiné& (}, +00) — tedy viech z intervalu (-1, 1),

A protoze pro z — 0+ se f(z) Z4dné hodnoté (jediné) neblizi, lir(r)l+ sin = neexistuje.
T —

1

T’

Zcela analogicky pak neexistuje ani liI(I)l sin
z—U—

(c) Dirichletova funkce je pfikladem funkce, kterd nema (ani jednostrannou) limitu v Zad-
ném bodé a € R. V jakékoliv mnoziné Ps(a) se totiZz nachézeji &isla raciondlni i iracio-
nalni, tj. body s funkéni hodnotou 1 i 0.

(d) Je-li funkce f na né&jakém Ps(a) kladnd, pak, pokud zh_r}r}l f(z) existuje, je to Cislo

nezaporné (tedy ne nutné kladné, ale zcela jisté ne zaporné).

Definice. Necht funkce f je definovdna na mnoZiné (w,+o00),w € R. Rikdme, Ze funkce f
ma v +oo limitu A € R, plati-li:

Ve>0 Jzg € (w,+00) takové, Ze Yz > zo je |f(z) — Al <€
Symbolicky zéapis tohoto faktu je lirf fle) = A.
r—r—+00

Pokud je funkce f definovana na intervalu (—oo,w), w € R, a existuje-li A € R tak, Ze plati:
Ve>0 Jzg € (—oo,w) takové, 7e YV < zo je |f(z) — A| <€,

rikame, Ze funkce f md v —oo limitu A a zna¢ime lim f(z) = A.
r—r— 00

Poznamky.

(i) Pravé definované limity se oznacuji jako vlastni limity (tj. A) v nevlastnim bod& (tj.
400 & —00).

(ii) Pokud se na mnozinu (zg, +00), resp. (—oo, zo) budeme divat jako na prstencové okolf
»plus nekone¢na“, resp. ,,minus nekone¢na“, jsou definice limit ve vlastnich i nevlast-
nich bodech naprosto totozné.

(iii) Zapis 1'-1—11}—100 f(z) = A znamend, %e pro z rostouci nade viechny meze se funkéni hod-

noty f(z) neomezené pfiblizuji hodnoté A.

(iv) Limita funkce v nevlastnim bodé& +oo zcela odpovida pojmu limity, jak ji zndme z teorie
¢iselnych posloupnosti.

Priklady.

(a) Jak jiz bylo v podstaté konstatovano, funkce f(z) = sinz pro z jdouci do +oo (ani
pro £ — —oo) limitu nem4.
Stejné tak v nevlastnich bodech neexistuji limity funkci cos z, tg z, cotg z — a obecné
zadné nekonstantni periodické funkce.

b) Plati: pro n € A je lim %:O, lim e*=0, lim arctgz=+T,
2

r—+o0 T T——00 z—too

lim arccotgz =0, lim arccotgz =m.
r—+o00 r—r—00

Zjistovat existenci a hodnotu limity funkce (at ve vlastnim ¢i nevlastnim bodé) podle jeji
definice byva ve vétsiné pripadid velmi pracné, a postupuje se proto jinak.
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Véta. Necht a € R a existuje § > 0 takové, Ze g(z) < f(z) < h(z) na Ps(a). Pokud

lim g(z) = il_fgh(:c) =A, jei 9ll_r)lr}lf(ac) =4,

r—ra

Poznamky.

(i)

(iii)

Tvrzeni z@istane samoziejmé v platnosti i tehdy, kdyz misto x — a budeme vSude psat
r — a+, resp. £ — a— nebo r — 400, resp. ¢ — —oo. Patfiénym zpisobem pak
musime oviem modifikovat mnoZinu Ps(a): na pravé, resp. levé prstencové §-okoli nebo
mnozinu (6, +00), resp. (—o0,d).

Specidlnim pripadem této tzv. véty ,o kfidlech“ je nésledujici a zfejmy dodatek:

je-li f(z) = g(z) na né&jakém Ps(a), pak existuje-li J11_r}r(11 g(z), existuje i zl‘l_I)r‘ll f(z) a obé
limity se rovnaji.

Vezméme pro piiklad funkee f(z) = % a g(z) = 1. Ty jsou totoZné pro z # 0, funkce f
vSak (na rozdil od g) neni v nule definovdna. A chovéni funkce v okoli pravé takovychto
bod — tedy i existence limity v takovémto bodé — nds zajima.

Protoze il_% g(z) =1, je podle zminéného dodatku i aljl_l’)l’(l) f(z) = 1. Tato skutecnost je
ostatné evidentni jiZ s ohledem na to, co zde bylo zdtirazhovano: totiZ, Ze limita funkce
ve vlastnim bodé a nezalezi na tom, jak (a zdali viibec) je funkce v bodé& a definovana.
Uvedeny trividlni ptiklad mtZeme doprovodit i ponékud méné trividlnim:

3 .9
necht f(z) = £ = 332 * ?1>x =4 ; jak vypadd lim1 f(z) = 1, tedy chovéani funkce f
A= Tr—r

v okoli bodu 1, ktery neni v jejim definiénim oboru?

243 e (z = 1)(z* + 3)
£ i P =

sl P 2 -1 (z—=1(z+1)°
f(z) = g(z) na n&jakém prstencovém okoli bodu 1. TudiZ liI% flz] = lirr% g(z), pficemz

r—r r—r

Oznalme g(z) =

vidime, Ze

hodnotu limity funkce g(z) pro z — 1 (tedy funkce, kterd v bodé& 1 jiz definovana je)
dokdZeme snadno stanovit (je rovna 2, jak si zanedlouho ukdZeme).

Limita funkce sini— pro z — 0 neexistuje, avSak al:i_r’%:csin% = 0. Pro z # 0 je totiz
-1< sin% <l1l,tedyi —z < :z:sin% <z proz>0, resp. —x > xsin% >z pro <0,
a i%x = l%(—x) =1,

Véta. Necht existuji vlastni limity lim f(z) = A, lim g(z) = B, bud k € R. Potom
T—ra r—ra

lim (k- f(2)) = k- A, lim | f(z)] = | Al

lim (f(z) +g(z)) =A+B,  lim (f(z)-g(z)) = A- B,

il_rg(f(a:)g(x)) =A-B a pokud B # 0 i Jlgl_I}I(ll ggi; = %
Poznamky.

(i)

(i)

Véta plati opét i v pfipadech, kdy limity uvedenych funkeci jsou jednostranné (tj. vSechny
pro £ — a+ nebo vSechny pro £ — a—) nebo jedné-li se o limity v nevlastnich bodech
(tj. vSechny pro £ — 400 nebo viechny pro z — —o0).

Pokud je B rovno nule, nedé se tvrzeni o limité podilu funkei pouZit.
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sinz
z

Pro ovéreni platnosti napt. vztahu lil% =1 je tak tfeba pouZit jinych prostfedkd,
r—

o kterych se zminime pozdéji.

(iii) Obrécené tvrzeni této véty neplati, tj. napiiklad z existence lim (f(z)+ g(z)) nelze
r—ra
usuzovat na existenci jednotlivych limit lim f(z), lim g(z).
r—a r—a
(iv) Podobné z existence lim |f(z)| samozfejmé& nikterak neplyne, %e by méla existovat
r—a
také lim f(z) — je kupfikladu lim |sgn(z)| =1, ale lim sgn(z) neexistuje.
r—a z—0 z—0
Avsak, je-li lim |f(z)| =0, pak ze vztahu —|f(z)| < f(z) <|f(z)| a véty ,0 kiidlech“
r—a

platnost vztahu lim f(z) = 0 vyplyva.
r—a

Priklady.

3 1
22 —3z+1_2"ta

(a) Pro z#0 je f(z)= (Citatele 1 jmenovatele jsme vydélili z2).

1— z? ;_2 =1
w . 3 1 i 1 3 ST o o eiiw
- 2 =) =2 e = —
Protoze xlﬂloo (2 T z2) a z-lirfoo (z2 1) 1 (zde jsme pouzili vty o limité
lim (2-3+ 1)
o p y ; s e e & z 2 -
souctu a rozdilu funkci), lze psat lim f(z) = = e
z—+o0 lim (&4 —1) -1
z—+o00 T
Zaroven jei lim f(z)=-2.
r——0o0
L d lim (14 4)
P T 2
(b} PodolmSie lim mefiiee o m B B =D,
askoo g? 20 —5 emdw]-2_ 5 iy (1-2_38) 1
€ . r—Foo z z?

(c) Obecné lze tvrdit toto:
funkce raciondlni ryze lomena ma v nevlastnich bodech vZdy nulovou limitu;
je-li stupefi polynomu v ¢itateli racionalni lomené funkce roven stupni polynomu v jejim
Jmenovateli, je limita v nevlastnich bodech (tj. opét jak v 400, tak i v —o0) rovna podilu
koeficientt u nejvyssich mocnin.
Obé tyto skutecnosti lze symbolicky zapsat ve tvaru
i a,c” + an_lx”—l +---+ax+ ag _ O
z—+00 bpx™ + bp_12™ 1 -+ b1z + by by

, pokud b, # 0.

3.2 Spojitost funkce

Definice. Necht f je definovana na okoli bodu a € R. Pokud lim f(z) = f(a), fikdme, Ze

r—a

funkce f je v bodé€ a spojitd.
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Pokud je funkce f definovana na pravém, resp. levém okoli bodu a (tj. na intervalu
{(a,a + 6), resp. (a — 6,a), kde 6 > 0) a plati 1_i>m+ f(z) = f(a), resp. l_i}m_ ey = fla),

fikdme, Ze funkce f je v bodé a spojitd zprava, resp. zleva.

Poznamky.

(i) Funkce f je v bodé a spojita pravé tehdy, je-li spojitd zéroveh zprava i zleva.

(ii) Bez existence funkéni hodnoty v bodé a nelze o spojitosti funkce v tomto bodé — na
rozdil od limity — viibec uvazovat.

(iii) RozepiSeme-li dle definice limity vztah Jll_rylr}1 f(z) = f(a), miZeme definici spojitosti
funkce v bodé vyjadrit i takto:

pokud Ve>0 36> 0 tak, e Ve € (a—d,a+6) je |f(z) — f(a)| < e,
fikame, Ze funkce f je v bodé a spojita.

(iv) Pokud je funkce f v bodé a spojita, existuje okoli tohoto bodu takové, Ze funkce f je
na ném omezena. (Z definice uvedené v poznamce (iii) je pro z z jistého okoli bodu a
fla) —e < f(z) < f(a) +¢.)

Obracené tvrzeni, totiZ Ze z omezenosti funkce plyne jeji spojitost, samoziejmé neplati
— viz funkce sgn(z) na okoli nuly.

(v) Je-li funkce f v bodé& a spojitd a f(a) > 0 (resp. f(a) < 0), pak existuje okoli tohoto
bodu takové, Ze funkce f na ném nabyva jen kladnych hodnot (resp. pouze zdpornych
hodnot).

Pokud f(a) = 0, nelze o znaménku spojité funkce f na okoli bodu a nic tvrdit.

Definice. Funkce f je spojitd na intervalu, jestliZe je spojita v kazZdém jeho bodé.

Poznamky.

(i) Je-li timto intervalem uzavfeny interval (a, b), kde a,b € R, a < b, poZadujeme v bodé a
spojitost zprava a v bodé b spojitost zleva. ,Jednostrannou spojitost“ v koncovém bodé
pak analogicky chceme i pro polouzaviené intervaly (a,b) ¢i (a,b).

(ii) Grafem na intervalu spojité funkce je, zhruba feceno, kfivka, kterd ma tu vlastnost, ze
neni nikde ,pferusend“. (Lze ji nalrtnout, aniZz zvedneme tuzku z papiru.)

Jako disledek véty o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkeci plati nasledujici
tvrzeni.

Véta. Soucet, rozdil, soucin spojitych funkci je funkce spojita. Totéz Ize rici také o podilu
spojitych funkci, pokud funkce ve jmenovateli nenabyva nulovych hodnot.

Priklady.

(a) Absolutni hodnota spojité funkce je také funkei spojitou — napf. f(z) = |z|.

(b) Polynomy, racionalni lomené funkce, obecnd mocnina, logaritmické a exponencialni
funkce, goniometrické a cyklometrické funkce jsou funkce spojité na svych defini¢nich
oborech.
Stejné tak je na svém definiénim oboru spojita kazda funkce, kterou ziskdme z uvede-
nych elementarnich funkci pouZitim kone¢ného poctu operaci s¢itani, od€itani, nasobeni
a déleni.

(c) Funkce sgn(z) je nespojita v bodé nula: zde totiZ ili’)% sgn(z) viibec neexistuje.
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(d)

(e)

(f)

Funkce f(z) = & je v bodé nula také nespojitd, nebot tu neni definovdna. Zde ale je

lim Z =1 Dodeﬁnujeme li tedy tuto funkci f tak, Ze polozime f(0) = 1, stane se i

z—0
v tomto bodé funkci spojitou, a bude tak spojitou na celém R.

Takovéto body nazyvame odstranitelnymi body nespojitosti.

Funkci f(z) = sgn(z) nelze v bodé nula pfedefinovat, aby se stala spojitou — po pie-
definovani se mizZe stat v nule maximalné spojitou zprava, anebo zleva.

Takovéto funkce se nazyvaji po ¢astech spojité.

Stejné tak je nula bodem neodstranitelné nespojitosti i pro funkei f(z) = sin %

Véta. Necht lim g(z) = A a f je spojita funkce definovana na okoli bodu A. Pak plati:
r—ra

lim (9(2)) = /( lim g(2)) = f(A).

Poznamky.

(i)
(i)
(iii)
(iv)

Tvrzeni ziistane v platnosti i tehdy, budeme-li misto z — a vSude psit £ — a+ nebo
T — a—, ptipadné téZ r — +o00 nebo z — —oo.

Jednim z diisledkd této véty o limité sloZené funkce je to, Ze sloZenim spojitych funkei
dostaneme funkci, ktera je téZ spojita.

Zjistovat limity spojitych funkei v bodech jejich definiénfho oboru neznamen nic jiné-
ho, nez uréit v daném bodé funkéni hodnotu.

Veskerd latka z partii matematické analyzy, probirand v téchto skriptech, se bude tykat
takika vyhradné funkei spojitych.

Priklady.

(a)

Funkce f(z) = :csin% je spojita na (—o0,0) i na (0, +00) — jednd se o podil, sloZeni
a soucin spojitych funkci

Protoze hr% x s1n = =0, je nula odstranitelnym bodem nespojitosti této funkce. Po
T —>

dodefinovani f(0) = 0 se tak funkce f stane spojitou na celém R.
2

<1
g ; e =, 0
Podobné je na celém R spojitd i funkce f(z)= { z“sin_ , proz #

0 , prox=0.

: B . 1y 6. ; T4+5_ . £ 48y =
Je z_lgl_nooe —exp(xgrfoof)—e =1, mkglooln = _In(xggloo ¥ )—lnl—O‘
Je lim sinl:O, lim coslzl.

z—+too z z—too

' o - e : ; B R s T . &1_
Je xl{inoo arcsin -—— —arcsm(xlleoo x_l_l)—arcsml— 9 ale zEI-{I—loo arcsin ——;

:c—l—l

neexistuje, nebot funkce arcsin neni pro kladna z vibec definovana.

Je lim v1-— sin?z = 4/1 — sin? (2 =0 — jednd se totiZ o funkci spojitou.

IL‘—-)’I(’
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3.3 Nevlastni limity

Definice. Necht funkce f je definovana na néjakém prstencovém okolf bodu a € R. Jestlize
VK 36 >0 tak, Ze Vz € Ps(a) je f(z) > K ,
rikdme, Ze funkce f ma v bodé a nevlastni limitu plus nekonecno a zna¢ime lim f(z) = +oo.

r—ra

Zéapis lim f(z) = —oo pak znamend: VYK 36 >0 tak, Ze Vz € Ps(a) je f(z) < K .
r—a

Poznamky.

(i) Uvedené definice nevlastnich limit jsou limitami ve vlastnich bodech (tj. a € R).
(ii) Pokud nahradime Ps(a) intervalem (a,a 4 &) nebo (a — 6, a), ziskdme definice jedno-
strannych nevlastnich limit.
(iii) Nevlastni limita algl_rgl f(z) = 400 znamend zhruba tolik, Ze pokud se s bodem z bliZime

do bodu a (at zprava &i zleva), rostou funkéni hodnoty f(z) nade vSechny meze.

Priklady.
. gl
(@) Je Jig, 3= +o0, lig F= oo
(b) Plati: lim & = +o0, lim Inz = —c0, lim tgz = —c0, lim tgz = +oo,
z—0 z—0+ zH—1nt Tim—
lim cotgz = +o00, lim cotgz = —oo atd.
z—0+ T—rT—

(c) Jak vypadaji limity raciondlni lomené funkce v bodech, které jsou kofeny polynomu
v jejim jmenovateli?
P(z)

Necht f(z) = m, P, @ jsou polynomy a Q(a) = 0. Pokud zirovehr P(a) # 0, je
»
x1_1>I£1+ f(z) = +00 nebo zl_l}rtrll_}_ f(z) = —o0 (a totéz lze tvrdit i o zl_lgl_ f(z)).

Symbolu 400, resp. —oo se uZije tehdy, je-li funkce na vySetfovaném okol{ bodu a
kladna, resp. zaporna. TakZe:

. T % .
lim =+4o00, lim =—00, lim —
=1+ g2 — 1 Teol- g2 1 T rzoi4 2 — 1 c—1— g2 — 1

Napfiklad na dostateéné malém pravém okoli bodu —1 je totiZ z zaporné, stejné jako

vyraz z% — 1, a jejich podil je tak kladny.

_ P(z)
Q(z)

Pro urceni lim f(z) je podstatné, jaka je ndsobnost kofene a vzhledem k ob&ma polyno-
r—ra

(d) Necht f(z)

, P,@Q jsou polynomy a Q(a) = P(a) = 0.

mim: ozname proto p, resp. ¢ nasobnost kofene a vzhledem k polynomu P, resp. Q.
P(z) _ (z—a)*- Pi(z)

Je tedy f(z) = =
D=0 T w0 @)

7e Pl(a) 75 0, Ql(a) 75 0.

e IR T Y
Pro p < g tak je }E}}l fz) = gll—rgz [z —a)T"-0Oh{z)

, kde P, @Q; jsou vhodné polynomy takové,

, ¢imZ se jedna o ptipad bezpro-

stfedné vyse uvedeny.
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(e)

Pl(x) (a) : ; e,
Pro p=gq je hm f(xz) = lim = — jedn3 se tedy o vlastni limitu.
(z) = lim ) (a)( 0)

Pro p > q je pak nakonec lim f(z) = lim (z—a)P?- Pi(z)
z—a r—ra Ql( )

= 0 — a jde tedy opét

o limitu vlastni.

Je lim Z=L1 = lim il el 2 L
el g2 —1 el (z+1)(z—1) x—+1:c—|—1 2’
g & 3 —3a2+4 _ - (z — 2)* (:E+1):lim ($—2)(x+1):0
z—2 ,7: — 3z +2 z—2 (:U—2)(.’L‘—1) r—2 z—1 )

V Zadném z obou zde uvedenych pfikladd nelze bezprostfedné pouZit vétu o limité
podilu funkci, nebot limita jmenovatele pivodni funkce je rovna nule.

Definice. Necht f je definovidna na intervalu (w,+00), w € R. Pokud

VK Jz¢ € (w,+00) takové, Ze V& >z je f(z) > K, Fikdme,

Ze funkce f ma v nevlastnim bodé +oo nevlastni limitu +o0o a znafime lim f(z)=

1}—‘}00

Z&pis ligl f(z) = —o0 znamend: YK Jzg € (w,+00) takové, Ze Vz > zo je f(:C) <K.
T —r1 00

Poznamky.

(i)

(i)

(iii)

Nahradime-li v uvedené definici interval (w, +00) intervalem (—oo,w) a relaci z > zq
nerovnosti £ < g, definujeme tim nevlastni limity funkce f v nevlastnim bodé —oo:
lim f(z) = +o0, respektive lim f(z)=—o0.
T——00

r—r—00
Pro pocitani s nevlastnimi limitami samoziejmé véta o limité souctu, rozdilu, soucinu,
podilu funkei pouZit nejde.

« 113

Pro zjistovani limit tohoto typu (tzv. limity typu % ¢i 0
”»” 9

eventualné ,,0 - co“ nebo
»00 — 00“) se pouzivd pomérné silného nastroje vyuZivajiciho derivaci, o kterém se
zminime pozdé&ji (tzv. ’Hospitalovo pravidlo).
V nékterych pfipadech (téch jednodussich) se ovSem limity stanovit daji.
Pokud lim f(z) = lim g(z) = 400, lim h(z) = A € R, potom:

Tr—ra r—a r—ra

lim (f(2) + g(2)) = +o0, lim (f(z) - g(x)) = +00;

il_r)r}l fgg =), 11_1’1}1 (f(z) £ h(z)) = 400 (zde dokonce sta&i, aby funkce h byla na

néjakém Ps(a) omezend).

Jestlize je navic A > 0, bude lim (f(z) - h(z)) = 400, lim {LE:E; = 400 (pro A<0
r—ra r—ra
pak samozfejmé —oo). ;

Zde opét lze vSude misto * — a psat ¢ — a+, * = a— ¢i & — 400, T = —00.

13 (13

A 00
”0 :

Limity typu kde A # 0, a — (tzn. limity podilu funkei, kde limita Citatele je
vlastni a rovna A nebo nevlastni a limita jmenovatele je rovna 0) budou nevlastni (tj.

”0

bud +o00, anebo —o0) v tom pfipadé, kdy funkce ve jmenovateli neméni na néjakém

prstencovém okoli vySetfovaného bodu své znaménko (a samoziejmé je rtizné od nuly).
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Priklady.

(a) Pro polynom n-tého stupné P(z) = anz™ + an_12" ' + -+ 4+ a1z + ag, kde a, > 0,
je lirf P(z) = +00, pokud je n sudé.
r—rT oo

Pro n liché je lim Pli) =,

by Dile e hsika 1 2 T et e i i s = e
(b) Dale je napf 1rfw\/_ too, lim e =+oo Jm Inz = +oo
2

lim z’e”=+o00, lim (z+sing)=+oo, lim 2L =0 atd.

z—+o00 x—+o0 z—=to0 T
YT ; ' ' Pl NI O
(c) V pfipadé raciondlni lomené funkce je lim (2) nevlastni, jestlize je st. P > st. Q).
z—too Q(.’IZ)

Pouziti symbolu 400 nebo —oo je opét vazano na to, je-li racionalni lomend funkce na

»okoli“ +o00, resp. —oo kladna nebo zaporna.
= .5
Tokde naptiklad lim 9% = —oo, lim =%
z—+oo % 4+ 1 z——0c0 1 — 1

5 = —00 apod.

(d) U racionalnich lomenych funkci tak o limitdch v nevlastnich bodech rozhoduje relace
mezi stupni polynomu v Citateli a ve jmenovateli, o limitéch ve vlastnich bodech pak to,
kofenem jaké ndsobnosti je tento bod vzhledem k obéma polynomtim (neni-li kofenem,
miZeme jej pokladdat za kofen nulové nasobnosti).

[V

. ; z
Je ted lim £ = 11m——1 lim = = 400}
Y z—0+ T ] o0+ T c—0+ 2 TR
2
lim £ = 400, lim %:1, lim %:O.
z+oo T z—+00 z—=+too T

(e) Pro limity typu ,00 — 00“ se d4d n&kdy uZit nasledujiciho postupu:
hm(/__a:+ Vz)= (Ve+1-vE)(Wr+1+T) PSRN b ot e AR
r—+ o0 z—)-}-oo vV +1 -}—\/— a:——>+oo1/q;-+— —|—\/_

e O EEN 0 (nebot limita jmenovatele je +00);

zotoo \/x + 144/

2c—xz+1 z+1
lim (V2z — vz — lim = lim
z—+ oo( ) z+00 \/2x +/x — 1 a:—}+oo V2z++/x—1

= lim = 400 (nebot limita Citatele je +00 a limita jmenovatele

JD_H_oo\/_-l-\/l—— Jerovna\/_+1)

(f) Plati té%: lim e* = 400, lim e¥ =0, lim In+ = —oco.
z—0+ z—0— z—o+oco0 L

8|~

(g) Plati lim sinz =0 a lim b e +00.

z—0+ z—04+ SIn T
Prestoze je podobné 11m+alcs1nl = 0, limita prevrdcené hodnoty této funkce, tj.
z—0
lim —11—, existovat nebude. Diivodem je to, Ze na kaZdém pravém prstencovém
z—0+ T sin

okoli nuly ex1stuj1’ body, ve kterych je z sin% = 0, a pfevracenad hodnota této funkce
tudiZ nemtze byt na Zadném (celém!) intervalu tvaru (0,4d), kde § > 0, definovana.
VySetfovat jeji limitu v bodé 0 zprava tak nelze (a samozfejmé ani zleva).

Nicméné, jak by asi vypadal graf takovéto funkce, zejména pravé v okoli nuly ?

A v ¢em by se podobal grafu funkce f(z) =

T 2 2
v ,okoli“ plus nekoneéna?
T
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