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OPAKOVANI A ROZSIRENI STREDOSKOLSKE LATKY

1.1. Opakovani
1.1.1. Vyrazy zjednoduste a najdéte hodnoty proménné, pro které maji smysl:
3—1 — 23
2+22) 7" (144 (@®+2%) "t 21),a>0, b) E. L EE 202
a) (z+Va®+22)" (1+1 (a*+2%)"%22),a>0, b) z o 7

Vat—z* (Ja¥z a-z vi—y-t gy}
g (m‘v/m)’””’ =1 vl
1 1 1

1.1.2. Najdéte v8echna redln4 &isla, kterd vyhovuji nerovnici:

1 1 1 |
G —— > -
O s G Sl el
5(z + 6) 3(z+2)
e 6 d b e TS
©) ZES =" el z—3 °
z+3 2 2 T+ 2 2 2

f) s

z+2*3——z+(n:+2)(3-x}' z+1 z—35(z+1)(3~z)'

1.1.3. Za zéklad logaritmi miZeme vzit libovolné kladné &slo a riizné od jedné. Pro obecny zédklad
logaritmi a (a tedy speciéln& pro a = 10 nebo pro a = e) plati tento (defini¢ni) vztah:

a'%8a® =z (specislng 10°8% =z pebo elf® — z) pro kazdé z > 0.

Pouzijte zmin&nych relaci a jejich logaritmovanim dokazte, Ze:

_ Iz _logz B
a) logz—lnm, >0, b) ln:r:—loge, z>0, c) loge—El—O.

1.1.4. Najdéte vSechna redln4 é&isla, kterd spliiujf:
a) log(2z+9)—log(z+1) = log(z+6)—log(z—2), b) log(z + 5) + log(11 — 3z) = 1+ log(1 — z),
c) log(3—z)+log(z +6) =log5+log(2 —z), d)  g2(1+os2) — 100047 .

1.1.5. Najdéte vSechna reslnd &fsla, kterd spliiuji:

a) loglz—10/<1, b)  log(lz| -3) <1, c)  log(z+3) < Llog(6z+25),
1+logz z z+1
_— > <

d) l—log:n_o’ e) log,z_l_l, f) l°€sz_151-

1.1.6. Najdéte explicitni vyjadfeni téchto posloupnosti zadanych rekurentng:
a)  Gn42 = Gn1+28,, 61 = L0y =11, b) @ni2 =@p41+28,,00=2,0, =1,
©)  Gny2 = 3(3an41 +2a,),00=1,0; =7, d) an42 =3an41 —2a,, a3 =8,a4=6.
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1.1.7. Dokaite, Ze pro ka#dé realné &islo g # 1 a ka3dé pfirogend &slo n plati

n 1-— 3
> ¢t= _%_
k=0
Odtud odvodte, Ze pro |¢| < 1 je nekoneéns geometricks fada komvergentni a pro jejf soudet plati
20
1
Se-t
k=0 -9
Najdéte soudet t&chto fad (pokud obsahuji parametr, urfete, pro jaks hodnoty parametru konverguji):
) deirbebegede., SIS S O S S
oo =
z \k A z k
DD ; d) Z (—1) -— ) .
k=ﬂ(z+2) = (__ _2+1)

1.2. Goniometrie a komplexni &isla

1.2.1. S pomoci identit
cos(a+ F) = cosacos 5 — snasn 3 » =nla + 5) =sinacos 3 + cosasin #
odvodte vztahy
a) cos3z + cosz = 2cos2rcos z, b) sin3z +sinz = 2sin 2z cosz.
c) Najdétevéedmaze(—z',r)._mkmi en3z +sinz =sin2r.
d) Najdéte viedma r € (—=,7), prokterd sn3z+ sin2z +sinz = cos 3z + cos 2z + cos z.
1.2.2. VyuZijte toho, Ze 105° = 60° +45°, 15 =60°—-45°, as pomoci vztaht z pfedchazejiciho cvideni
odvodte pfesné hodnoty pro
a) cos 105°, b) sin 105°, c) c0s15°, d) sin 15°,

1.2.3. Vyuzijte vztahi
I—oos:=2sin3§ » I+cosz=2cos? £, sinz = 2sin % cos £
a najdéte (v prvnich dvou tlohich bez pouZiti kalkulacky) viechny body z z intervalu (=m,m) (a ty
potom piepoéitejte na ihly z intervalu (0°, 3607)), které spliji rovnici:
a) cosz++3sinz=1, b)  cosz+/3sinz=-1,
c) cosz +5sinz =1, d) cosz—3sinz=-1.
1.2.4. Jsou-li na kalkulagce nastaveny radiany, potom funkce vyvolana stiskem Shift nsledovanym stis-
kem kldvesy tan pfifazuje kazdému &islu y tislo z € (—1n, 3m) takové, ze tgz = y. Pro tuto funkci se

PouZiva oznatenf arctg. Postupem predchazejiciho cvifeni vyjadiete pomoci funkce arctg feSeni rovnice
(4, B jsou parametry, pro néz AB #0):

a) Acosz + Bsinz = A, b)  Acosz+Bsinz=—A.
1.2.5. Lehko si uvédomime, e ke kazdé dvojici &isel A, B takové, 7e A2 + B2 > (), existuje Z € (—m, ),
pro které plati

r A el LB
e e oy




GONIOMETRIE A KOMPLEXN{ &fsLA a
Proto miizZeme rovnici
Acosz + Bsing = F (%)
(po déleni VA2 + B? a nshradé vyrazii na levé strané) piepsat do tvaru

F
COSZTCOST +Sinzsing = — |
VAZ + B?

Pokud na pravé strané je vyraz v absolutni hodnot& mensi nebo roven jedné, pFepifeme rovnici (%) do
tvaru

cos(x — ) = cos %, (=)
kde Z vybereme tak, ze
COST = L
Y7k

Ze vztahu (%) vyplyva, %e ka?dé FeSenf z rovnice () splituje
T=T+&+2rk nebo =z=%-7%+ 27k prondjaké ke Z.

To nemusi byt dvé riizn4 feSenf. Kdy? UzZijte tohoto postupu a najdéte (v prvnich étyfech tilohdch bez
pouZiti kalkulacky) vSechny body z z intervalu (-7, 7) (a ty potom pfepoditejte na tihly z interva-
lu (0°,360°)), které spliiuji rovnici:

a)  cosz++/3sinz =+/2, b)  V3cosz —sinz=—/3,
¢) cosz+sinz=,/3, d) cosz—sinz = e

e) 8cosz + 6sinz =9, f) 4cosz + 3sinz = 2,

g) 3cosz—4sinz = -2, h)  7cosz —3sinz = —4.

1.2.6. Pi feSeni pfedchézejici tilohy miizeme postupovat tak, Ze vezmeme bod Z € (—, ), ktery spliiuje
COST = B sinf = =
VAT + B2’ VAR

Potom rovnici 1.2.5.(+) miZeme zapsat ve tvaru

Sinz cosZ + coszsinZ = W
Pokud najdeme bod # € (=, ), ktery spliiuje

i

s F
B/ oy

muZeme rovnici 1.2.5.() d4t tvar
sin(z + %) =sinz.

Z této rovnice odvodte takové dva vztahy, Ze kazdy bod =z, ktery je feSenfm 1.2.5.(#), vyhovuje alespoii
Jjednomu z nich. Kdy vyhovuje ob&ma vztahiim?

1.2.7. Hodnoty cosz a sin z miifeme vyjédfit pomocf tg 3, kdyZ postupujeme takto:

in? £
cos® £ —sin® £ cos® £ —sin® £ 1":—.:::-; 1—tg?2
cosST = = I T z 1
1 cos?  +sin® 2 1+£,% 1+tg?2
in 2
sinxzzwsgsm%: 2cos 7 sin § i 2:‘5;:.' 2 2tg 3
1 cos? £ + sin® £ 1+gg;_’§ 1+tg?2

Pro jaké body z plati uvedena vyjadfeni hodnot sinz a cosz pomoci tg 57




10 GEOMETRIE v E2? o E3

1.2.8. Predpoklidejte, 7e A + F # 0, a pomoci vzorci z predchézejictho cvideni pievedte rovnici
Acosz+ Bsinz=F

na kvadratickou rovnici pro tg 3. Vyfeste ji a pomoci funkee arcig napiSte vyjadfeni viech &fsel z z in-

tervalu (—m,x), kterd rovnici vyhovuji. Jak se na odvozeném vzorci poznd, Ze v daném intervalu mé

rovnice jediné feSeni? Vrafte se k n&které iiloze cvifeni 1.2.5. a feste Ji pravé popsanym zpiisobem.

1.2.9. Hledame komplexni ¢isla 21, 23 v algebraickém tvarn takova, Ze vyhovuji soustavé rovnic:

a) z — 2z = 1+2i, b) 5+ 3izm = i,
izp + z = i, (1+i)21 + 2izy = 4i,

c) 321 + (2+1)2 = 3+2i, d) iz — (2+1i)z = —243i,
(1+i)21 — izp = -2, (2+i)21 ar 3z = 1,

e) iz + (1-i)z, = -3, f) 3z + (2—1i)z = 1,
(2-i)z + 32 = 3—2i, 2-i)z + izo = 2+ 3i.

1.3. Geometrie v E? a E3

1.3.1. Skaldrnf soutin @- b dvou vektorg g — (a1,a2,a3), b= (b1, by, b3) 7 E° je &islo definované vztahem
a-b=a1b + asby + agb;.
Délka |d@]| vektoru @ se d4 vyjadfit pomoci skaldrnfho soucinu takto:
lol=@-a)% = JaT+af +a2.

Ovéfte tyto vlastnosti skalarniho soudinu (e, B, B jsou skaldry):

a) d-b=b-a, b) (ad)-b=a(@-b),
©) (@+@)-b=a, -b+a,-b, d) @ (Bibi+ b)) = By (&-5.)+ o (3- Ba),
e (@+b)-@-5=|ap -, )  @+0)-@+8)=|aP+ B2 +2a-5.

1.3.2. Ukézeme, %e pro dva vektory & # 0, b # 0 plati vztah
@-b=[d]|B] cos, (*)
Vv némz ¢ je tihel, ktery sviraji vektory @ a b, a |a@] (resp. |B]) oznacuje velikost vektoru & (resp. 5). Uhel ¢
lezi v intervalu (0, ).
Oznatime O potitek soufadného systému. Jestlize bod A je takovy, 76 OA = @ a bod B takovy,
ze = b, je vzdalenost |AB| bodit A, B rovna |6 — @]. Proto miizeme psét
== - - - - -
F,_ |ABI = [b-a* = (6-a)- 5~ a) = |a? + 5 — 2. .
Ponévadz |0A4| = |d] a |OB| = |§], vidime, Ze mezi stranami trojihelniku OAB a skaldrnim soudinem

plati vztah "
|[AB|? = |OA]? + |OB]? —2G-5.

Podle kosinové véty rovinné trigonometrie vyjadime velikost |AB]| strany AB trojthelniku OAB pomoci
stran trojiihelniku |OA|, |OB| a tihlu tp, ktery tyto strany sviraji, vztahem

|AB[? = |0AJ]? + |OBJ* - 2|0A| |0B| cos P.
Porovndnim poslednich dvou vztaht dost4vAme (*) okamit, ponévads |OA| = |d| a |OB| = |3].

1.3.3. Vektorovy soutin @ x b dvou vektori & — (a1,a2,a3), & = (by, by, b3) z B je ¢islo definované
vztahem -
@ % b= (azbs — aghy, —(a1bs — azhy), ayby — azby),
4, r] 'f_q E\_\ 3 ﬂ__lk .C‘ A Gt ) &G
.-‘(" .~: (,- >, L 7~ N =
Y :( j: : i Y i \
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ktery se da pfehlednéji zapsat ve tvaru

.- as az a; as a; ag
b= y = ] 3
2 (’52 bs b bs|’|by bgl)
Vv némz je uzito determinantu — zobrazeni, které ¢tvefici &isel A, B, C, D piitazuje &slo podle predpisu
A B
c pl= AD - BC.

Ovérte tyto vlastnosti vektorového souéinu (e, By, B2 jsou skaléry):
a)  (ad) x (Biby + Babe) = (apy) (@ x b) + (efe) (@x Ba),

b) dxb=—(bxa), c) @axa=(0,0,00=0, d) @-(axb)=0, e) b-(axb)=0,

f) |ﬁx§|2=|&f|2if,‘|2_(&f‘5)2. = fgflﬂz )~_ .fslf}’:ft 1 . hi'lf:: e

Pro dva nenulové vektory @, b uzijte vysledek cviceni f) a ukaZte, Ze platf vztah e
Iaxgl=1(il Ig' Ein(PJ}' J}i%b-L { -._‘: - ~ Jg 1] "’_,',."__,'r

v ném# ¢ je thel svirany vektory @ a b. To déva vektorovému soudinu geometricky vyznam.

1.3.4. V trojihelniku ABC s vrcholy A = (3,-2), B = (-5,2), C = (—4,—1), najdéte obecné rovnice
primek p,, py, pc, na nichZ lezi strany trojahelniku, a obecné rovnice primek v, vp, ¥, na nichz lezi visky.
Dale najdéte soufadnice bodu V, ktery je prisetikem vysek, soufadnice t&7i§t& T' a obsah S zadaného
trojihelniku.

1.3.5. Vypottem najdéte soufadnice bodu B, ktery odgovidé bodu A = (5,—3) v osové symetrii
vzhledem k pfimce s rovnici 2y = 3z + 5.

1.3.6. Najdéte obsah trojiihelnfku ABC' s vrcholem C, pro jého# soufadnice plati C' = (=2,3),as vr-
choly A a B, které lez{ ve vzdalenosti 4 délkovych Jjednotek na pffmce s rovnici 3y = 4z + 2.

1.3.7. Napiste obecnou rovnici pfimky p, kters prochdzf bodem P = (6,5) a priisetikem p¥imek, jejichz
obecné rovnice jsou gy :z+y—4=0aqy:3z—5y+4=0.

1.3.8. Napiste stfedovou rovnici kruZnice, na které lezi body 4 = (5,3) a B = (—2,2) a jejiz stied lez
na primce z — 2y — 4 = 0.

1.3.9. Uhel a je odchylkou piimek s rovnicemi y=2z+3ay= —-%:r: + 1. Kolik je tga a cosa?

1.3.10. Na primce zadané parametricky vektorovym vztahem X = P + t5,t € (—o0,0), vezmeme dva
body X a X5, které odpovidaji hodnotdm parametru ¢; a t;. Jaké je vzdalenost d(X, X;) bodii X,
a Xz, kdyZ smérovy vektor  ma jednotkovou délku.

1.3.11. Najdéte obecnou rovnici roviny p, ve které le#i bod P = (1,-1,2) a kterd je kolm4 na dvé
roviny, jejichZ rovnice jsou z +y—2—-3=0az = 2y.

1.3.12. Najdéte obecnou rovnici roviny p, ve které le#i bod P = (2,3,2) a kterd obsahuje pfimku
8 parametrickymi rovnicemi z =1+¢t,y=5+¢, z2=—-2+¢,t € (—00,0).

1.3.13. Najdéte obsah trojithelniku ABC a obecnou rovnici roviny p, ve které trojihelnik le#, kdyz
A=(L,2, 3), B= (4t3!_1)i C=(24 5).

1.3.14. V rovnob&znosténu ABCDEFGH jsou soufadnice vrcholu A a tif sousednich vrcholt B, D, E
dény takto: A = (-1,2,3), B = (3,-1,1), D = (2,0,1), E = (0,2, —3). Spotitejte objem rovnob&znos-
t&nu, obsah jeho stény leZici v roving p uréené body A, B, D a obecnou rovnici roviny p.

1.3.15. Najdéte vzdélenost vrcholu krychle o hrané a od roviny prolozené sousednimi tfemi vrcholy.

1.3.16. Najdéte obecné rovnice rovin, které jsou rovnob&né s rovinou 2z — 2y + z = 0 a dotykaji se
kulové plochy 2% — 4z + 3 + 8y + 22 — 82 = 0.
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1.3.17. Trojihelnik mé vrcholy v bodech, v nichZ rovina 6z < 3y + 2z = 6 protini soufadnicové 08y.
Jaky je jeho obsah?

1.3.18. Najdéte vzdalenost bodu 4 od piimky p v E°, kdy:
a) A=(2,—2,3),p:z=8+5t,y=i,z=4+3t,te(-ac_.ac),
b) A=(1,-3,4),p: T=8+2% y=-T-2,z=-1—-1tt€ (—o0, 20).

Reseni.
1.1.1.a) —% pro z € (—o00,0), b) 2y/Z proz € (0,1) U (1,00), €) 2v/a® F 22
a’®+z

pro z € (—a,0) U (0,a), d) % prov € (0,1) U (1,00), €) 2z pro z € (0, 00).

1.1.2.a) z € (-8,~%) U (5,00), b) 2 € (~00,~2) U (1,00), €) z € (—6,-3) U (2,00),

d) z € (—00,—2) U (3,6), €) z € (-3, —-2)U(1,3),f) z € (-2,-1)U (1,3).

1.14.a)z=6,b) s =-3,c) z=-3,d) 2; = 103, 2, = 10~4 = -

1.1.5. a) z € (0,10) U (10,20), b) z € (-5, —3)U(3,5),c) z € (-3,4),d) z € (15, 10),

€) 2 € (—00,0) U (2,0), f) € (—o0, —1) U (2,). 1.1.6. a) a, = 27+ 4 3(=1)" b) ap = 2™ + (-1)",
€) ap =3-2" 4 (—1)n+! 2= d) a, =10-2"2.1.1.7. a)1,b) 3,c)proze (=1, o0) konverguje

k souétu 3(z +2), d) pro z # 1 konverguje k souttu AT
1

1.2.1.¢) z € {—3m,—}m,0,ix, agm7}d) z € {—§m, —2m,—3n, 87 om, 27} .
1.2.2. a) 0s105° = —3(v/3 — 1)/2, b) sin105° = 1(VB+1)V2, ¢) cos15° = T(V3+1)v2,

. d) sin 15° = %(\/5 -1)v/2. 1.2.3. a)zy =0,z = %ﬂ' (71 = 0°, 25 = 120°), b))z =—imz =7
(21 = 300°, 2 = 180°), c) 21 = 0, 75 = 2.746802 (z; = 0°, 2, = 157°22'48"), d) z; = 0.643501,
z2 =7 (21 = 36°52'12", 75 = 180°). 1.2.4. a) z; =0, 2, = 2arctg %, b)zy =, 25 = -2 arctg %.
1.2.5.2) 21 = &7, 25 = L (21 = 15°, 2, = 105°), b) 2y = —3m, @2 = T (zy = 195°, 2, = 105°),
€) z1 = 557, 2y = S (31 = 15°, 25 = 5°),d) 21 = —Lm, 2 = &7 (21 = 255°, 7 = 15°),
e)z = 0.192474, z, = 1.094528 (z =11°141", 2, = 62°42'43"), f) z; = —0.515778, zo = 1.802781
(1 = 330°26'53", 2, = 103°17'30"), g) z; = —2.909608, z2 = 1.055018 (z; = 193°17'30",
z9 = 60°26'53"), h) z; = —2.528668, z, = 1.718885 (T1 = 215°7'5", 2o = 98°29'5"). 1.2.6. Kazdy
bod, ktery vyhovuje rovnici 1.2.5.(), spliiuje £ =% —Z + 27k nebo T=m—F—7%+ 2k pro néjaké
ke Z. 1.2.7. Pro kazdé 2 takové, ze cos§ #0,tj. z # 7+ 2wk, k € Z.

: + VETBE
1.2.8. Jediné FeSeni je pro |F| = VAT + B2, coz je ve shods se vztahem z; 5 = = ﬁ:FB E -

1.2.9.&)21=2+i,zg=1—i,b)z1=3+i,22=i,c)zl=i,z2=1—-i,d)zl=1+i,zg=—i,
e)zl=l+i,22=—i,f)zlzi,23=1—i.

1.3.4. p, :33:+y+13=0,pb::a+7y+11=0,pc::c+2y+1=0,'un 2 —3y—-9=0,
V:T2—y+37T=0,v.: 20—y +7= 0,V =(-6,-5), T = (-2, -%), S = 10 plo¥nych jednotek.
1.3.5. B = (-7,5). 1.3.6. Obsah trojahelniku je 6 plosnych Jednotek. 1.3.7. 3z — 4y + 2 = 0.
1.3.8. (2-2)*+(y+1)* = 25. 1.3.9. tga = 7, cosa = V2. 1.3.10. d(X3, X,) = [t; — ta].
1.3.11. Obecna rovnice roviny pje z+y+22—4=0.1.8.12. Obecns rovnice roviny p

je 2z —y—2z+1=0. 1.3.13. Obsah trojtihelniku je % plo&né jednotky a obecn4 rovnice roviny p
je2r-2y+2-1=0. 1.3.14. Objem je roven 4 objemovym jednotkdm, obsah stény jsou 3 plosné
Jednotky a obecné rovnice roviny p je 2z + 2y+2—5=0. 1.3.15. Vzdélenost je 1V3a délkovych
jednotek. 1.3.16. Rovnice rovin jsou2zr—2y+2-34=0a2z— 2y+2z+2=0.1.3.17. Obsah
trojithelniku je I ploinych jednotek. 1.3.18. a) Vzdlenost je v/ délkovych jednotek; soufadnice bodu
piimky p, ktery je nejblize bodu 4, jsou (3,—1,1). b) Vzdélenost je 3 délkové jednotky; souradnice
bodu pfimky p, ktery je nejblize bodu A4, jsou (2, -1, 2).
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JEDNODUCHE FUNKCE A JEDNODUCHE LIMITY

2.1. Jednoduché funkce
2.1.1. Urcete defini¢ni obor a nadrtnéte grafy funkef:
a) z-(z+2)?, b) z-n(z-2), C) bl et

1 T+2
d) B e) e f) z—=In|z-2|,
g z-2-[a, h)  z-2z+1], i) .».HE‘-'x;’:,
i) zoV2z-z2-1, k) z-|z-1]+|g, 1) z - In(dz — 2% — 4),
2.1.2. Najdéte defini¢ni obor a uréete, zda je funkee f licha nebo sud4, kdyz

2> zsinz (z* — 22) cos 2z

a) f(z)—m- b) f(z)—ms c) f(-“»‘)—m~

2.1.3. Najdéte defini¢ni obor D(f) funkce f a urcete, zda funkce f je na ném rostouci & klesajici, kdyz
z|z| e
32 + 1 ] c) f (zj /_ € e ]

A"
2.1.4. Najdéte nejvitsi interval T obsahujici bod g, na kterém je zadand funkce g monoténni. Oznagte '
funkei s definiénim oborem D(f) = I, pro kterou f(z) = g(z). Rozhodnéte, zda je funkce f v intervalu I
klesajici ¢i rostouct, najdéte inverznf funkei £ a jeji defini¢nf obor D(f~1) = H (f), kdyz

a)"  f(z)=32"+ 2z, b)  flz)=

a)  g()=2"+4z+1,23 =0, b)  g(z) =2 +1,5 =-2,

©) 9@ =2e-1|+|z-3|,z=-1, d) 9(3)=:t2,$u="1-

2.1.5. Najdéte obor hodnot H(f) funkce f dané vztahem (z € (—00,00)):

a) fi(z)= ;_%T, b) f(z) =322 -3z +1, c) f(z) =In(1+2?).
ReSeni.

2.1.1. 8) (—'00, 00), b) (21 CO), C) (_031 OO), d) (—CO, 00): e) (_00! _1) U ("‘1’ w)a f) (_Oat 2) u (2|00)|
g) (—o0, ), h) (—o0, ), i) (—00,0) U (0,00), j) defini¢ni obor D obsahuje jediny bod, &slo 1, proto
D = {1}, k) (—o0, o), 1) defini¢ni obor D neobsahuje Zadny bod, je to prazdni mnozina, proto D = (),
2.1.2. a) D(f) = (—00,00), funkce f je licha, b) D(f) = (—o0, 00), funkce f je suds,

¢) D(f) = (-0, ), funkee f je suda.

2.1.3. a) D(f) = (—o0, 00), funkce f je na ném rostouci, b) D(f) = (o0, o), funkce f je na ném
rostouci, €) D(f) = (—o00, ), funkce f je na ném klesajici.

2.1.4.8) I =(=2,00), f~'(y) = -2+ §F3, D(f~) = (~3,00), b) I = (o0, 0), f~(y) =1-y,
D(f-l) = (1100)1 C) I= (_m$ 1)1 f_l(y) == %(5 - y); D(f_i) = (2: w)s d) I= (—00, 2)!
£ ) = 22, D(1) = (—o0, 1),

2.1.5.a) H(f) = (0,1), b) H(f) = (3:,00), €) H(f) = (0, 0).
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2.1.6. UkaZte, Ze funkce g definovani vztahem
- 4
glz) = —
spliiuje g(g(z)) = z pro viechna z z definitnfho oboru. Najdéte definitni obor D(g) funkce g, obor
hodnot H(g) a vyjadfeni inverzni funkce g~1.

2.1.7. Ukazte, Ze funkce h definovana vztahem
az+c
h(z) o b.’t—a’

v némz a, b, ¢ jsou parametry, které vyhovuji podminkém b # 0, a® + be # 0, spliuje h(h(z)) = z pro
viechna z z defini®niho oboru.

2.1.8. Funkce inverzni k funkci Jig definované vztahem fig(z) = tgz pro ty hodnoty proménné z, které
pati do defini¢niho oboru D(fig) = (—L, 17), je funkce arctg, Funkce inverzn k funkci footg definované
vztahem feorg() = cotgz pro ty hodnoty promeénné z, které patf{ do defini¢nfho oboru D(feotg) = (0,),
Je funkce arccotg.

a)  Vyjadfete pomoci arctg inverzni funkei k funke 9, kterd m4 definitni obor D(g) = (i, i), na
némZ pro hodnoty funkcee g platf g(z) = 3tgz.

b) Vyjadrete pomoci arccotg inverzni funkei k funkei h, kterd m4 defini¢ni obor D(h) = (4r,57), na
némZ pro hodnoty funkce A plati h(z) = 2 cotg .

¢)  Ukazte, Ze pro viechna z € (—o0, 00) je arctgz + arccotgz = i .

d) UkaZte, Ze pro vSechna resln4 z # 0 je
1
3™ proz >0,
za.rcf:f,rz+arc1:gl = R
z —37 proz <O0.

ResSeni.
2.1.6. D(g) = H(g) = (—o0,1) U (1, 00), 97 (z) = %5 = g(z). 2.1.8. a) D(g™!) = (—00, ),
97 (y) = 7 +arctg 1y. b) D(h~!) = (=00, 00), h~1(y) = 47 + arccotg 3.
c) Hodnotu arctg z oznagime ®, tj.
arctgz =g . (*)

Potom je ¢ € (—3m, 7) a tgp = 2. Protose 3T—@€(0,7)a cotg(3m — @) = tgp =z, je

arccotgz = 3w — ¢ . (%)
Sectenim (%) a (++) dostaneme vysledek.

d) Hodnotu arctg z oznaéime ©; tj.
arctgz = . (%)
Probereme pfipad = > 0. Potom je ¢ € (0,37) a tgp = z. Protoze 3T —p € (0,1n), je
1 1
t 1 _ = = —=,
g(zm™ — p) = cotgyp e
Mame tedy

a.rctg% =ir—p. (+%)
Se¢tenim (%) a (x+) dostaneme vysledek. V pifpadé z < 0 je ¢ € (—2m,0). Ponévad? pro takové 7
plati —37 — ¢ € (~17,0) a také

i1
in(5 1

8 (%ﬁ'+tp) h cf)sgo = g b |
cos(zm+¢) sing tgp

t8(=37 —p) = —tg(jr + ) = -
je odtud moZné uéinit zivaér

3

8=

1
ct, =—=_—1- !
ar gI 21? 7]

V tomto vztahu misto ¢ napiSeme arctg z, tim je vysledek dokézan i pro z < 0.




LAY

JEDNODUCHE LIMITY

15

2.2. Jednoduché limity
2.2.1. Spoditejte tyto limity:
a) m(ﬂ.’zz —35),

d)  lim =2
Z—4—T H b
.z -22%—2
g) %2x3+3a:3+2a:’
: . 223 _3z4+2
A

! 5— 3z*
m) z—hrx-noo2z-—3zn+4z4'
» 9z—2 _ 3=+1

p) Mmoo
s) lim z cos < §
z—0 €T

2.2.2. Pouzijte téchto dvou limit

a spocitejte:
a) il_r':}' 7 T b )
cos T
d )
) zin gW— T
) . sin® 2z
8 Shsin?3z’

2.2.3. Jestlize limita neexistuje, spoéitejte limity jednostranné (pokud existuji):

. T—3
a) m2—z’
. 1
B e
) z+1
B) a4’
- |
e s,
ReZeni.

b)  lim —=, ¢) lim 277,
T T T—00
. 6—2z—22? £) . 3—Tcosz
=) z+-2322 +42 -3’ 200 2—+/z ’
h) . 3?4201 i) . 222 —25—4
z--1222 43z + 1’ 22 g2 4+z—6 ’
. 224 -3z +5 . 2-—b5at
k) x—hrx—nm 35 +4z+1"° D zl*@wa:ﬁ-i-?z'
3zf — 2z ) 525 — 2z — 1
n) T—00 23:3+4 d = z——0c0 3:!,'3-]-22:2-{-:5 =
e — e~ % ¥ — e~ %
q) z—o0 e¥ + g% ? I') z——0 gf + e~ 7T :
0 B
t) lim &% cosz, u) i, YEEE
—+—00 T——00 T
. a0
e e
=0 T z—0 T
. 2
T . sin“3z
b) z—0 tg52:’ c) z—=0 g2 ’
. etth_¢e® . em=1
©) h—0 h 1 f) -.]-15}1 z
. cogfz—1 g }
h) H}T, i) ll_:it}r(w—m)cotgm.
z—3 z+11
L g .
1
i ! im et
e) al:lgloln (1 * :l:) . f) 3P+Elme L
, 1-2z ; 22—z-2
) };l—lﬂazz—z:n—ii’ i) z—+-12%+2x+1’
k) lime'}cos}*, 1) hm—lgl—
z—0 T ) z—0sInT

2.2.1.2) 3,b) 0,¢c) 0,d) 1, e) 2,f) 0, g) -4, h) 4,i) &, j) -4, k) 0,1) 00, m) —§, n) 0, 0) oo,
p) -9,q) 1,r) -1,8) 0, t) 0, u) —1.
2.2.2.a) £,b) 1,¢)9,d) 1,e) %, f) 3,g) 5, h) —1,i) -1

2.2.3. a) limita zleva je —oo, zprava co, b) —oo0, c) limita zleva je —o0, zprava oo, d) limita zleva
je 0, zprava oo, e) limita zprava je co, funkce neni definovéna v levém okoli bodu 0, f) e, g) limita
je —o0, h) limita zleva je oo, zprava —oo, i) limita zleva je co, zprava —oo, j) neexistuje limita zleva,
ani limita zprava, k) limita zleva je 0, limita zprava neexistuje, 1) limita zleva je —1, zprava 1.



_\\_

16 BOLZANOVA VETA

2.2.4. Spotitejte tuto limitu (kterd se nazyva derivace funkee f)
i JE+B) = £)
)

B
pro funkci f danou takto:
a) | fz)=t2 b) f(z)=4°, c) flz) =2,
d) f(z)=%, e) f(z)=ml—,, f) fl@=vz.z>0.

2.2.5. Dvé funkee £ a g spliuji
=l‘i_'ngm,f(..":) =il :Ii’ngog(z) =B , pfitem? A,B € (—o0,0), A< B.
a)  Ukajte, Ze potom existuje &islo a takové, 7e 2 € (a,00) = f(z) < g(x).
b)  Ukazte, Ze potom pro kazdé &islo D, které spliiuje D < B — A, existuje &slo b takové, ze
z € (b)) = f(z)+D < g(x).
c) Ukazte, Ze pro dosti velka &isla z plati

32 + 2T+ (52 +3)sin7z _ 42? —z — 195
222 —g -2 z2 4+ 5z + 3|z + 50| °

2.3. Bolzanova véta

2.3.1. Bolzanova véta. Bud f spojitd funkce na intervalu (a,b), —c0 < a < b < oo. Pro kazdy bod
intervalu, jeho? krajnimi body jsou hodnoty f(a), f(b), existuje bod z € (a, b) takovy, Ze f(z) =y.
Ukazte, Ze funkce f m4 v daném intervalu (a, b) aspo jeden bod z takovy, Ze plati f(z) =y, kdyz

‘a) f(z)=(x_2)e“z+zzla=01b=2iy=1t

b) fl)=z-2sinz,a=3m,b=m,y=2,
) fl@)=2"-32"+1,a=0,b=1,y=0,
d) f(z)::c"—3zz—z+1,a=0,b=2,y=0.

2.3.2. Spotitejte a potom vysvétlete, pro¢ pro funkei fl@) =

= neexistuje v intervalu (0,2) bod z

takovy, ze f(z) = y, kde y je libovolny bod z intervalu (0,4), i kdyZ v krajnich bodech intervalu pla-
ti f(0)=0a f(2) =4.

Reseni.
2.24.2) 2z, b) 32%, c) 42, d) -k, ) - %, 1) ﬁ;.

2.2.5. a) Oznatime & = (B — A). Z definice limity funkce f vypljva, Ze existuje &islo ay takové, ze
pro kazdé z € (ay,0) je f(z) < A +e&. Z definice limity funkce g vyplyvé, Ze existuje &islo a, takové,
ze pro kazdé z € (ay,0) je f(z) > B — e. Jestlize oznatime a v&t&i z hodnot ay, ag je (vzhledem

k tomu, Ze A + & = B — ¢) splnéna nerovnost f(z) < g(z) pro vSechna z € (a, ).

b) Uvaha je stejné jako pfi Feseni predchézejici tilohy, pouze volime & = L(B-A-D).

c) Limita funkce stojici na levé stran& nerovnosti v nevlastnfm bodé oo je %, limita funkce vpravo je 4;
proto pro velkd z nerovnost plati.

2.3.1. a) f(0) = -2, f(2) = 4, proto existuje bod z € (0,2) takovy, ze f(z) =1, b) fGr)=tm -1,
f(m) = =, proto existuje bod z € (g7, ) takovy, Ze f(z) = 2, c) f(0) =1, f(1) = -1, proto
existuje z € (0,1) takovy, Ze f(z) =0, d) f(0) = 1, £(2) = 3, musime zkusit dal3f body uvnit#
intervalu (0,2): f(1) = —2, proto existuje z; € (0,1) a z, € (1,2) tak, Ze f(z1) = f(z2) =0.

2.3.2. Funkce nenf spojita v intervalu (0, 2). Pozd&ji si nakreslete graf funkce I
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DERIVACE

3.1. Vypodéet derivaci, diferencial

3.1.1. Spotitejte derivaci, uvedte nejvétﬁl otevieny interval, na kterém je derivace spotitana, a zjistéte
hodnoty funkce a derivace v bodé z = 1:

a) flx) =3(z* =2z +1) — 5Inz + 2/, b) g(z) = sin2z + cos 2z,
c) h(z) = 93§’+—\/_-5—54T, d) (@) =zVz®,
e) k(z) = 2%, f) l(z) =logz = logyg .
3.1.2. Spocitejte derivaci a uvedte nejvétsf oteviené intervaly, na kterych vztahy plati:
a)  f(z) =sin(cos(e' %)), b)  f(z)=(2® -4z +24)Vz +3,

2 _ 1
c) flz) = (z+1)%@® - 1), d) flz) = m =
e) f(z)=e 3 cos2z, f)  f(z) =zarctgz —In /1 + 22,

. 2

9 I =172, D) f@=1remI ) )= sl
J) f(@)=In(z+V1+2?), k) f(z)=tg’2z, 1) f(J-5:c+2’
m)  m(z) =B, ) f@=wen®lZ o) )=t
p) fl@)=2", 9 f(@)=cos’V1+22, 1) g(z)=arctg gztzl :

3.1.3. Pii Gpravé vyrazu vzniklého derivovanim Je tieba véas vytknout vie, co vytknout lze. Napiiklad

d (22 -3)'  4(a® - 3)%22(2? 4 2)° — (2 — 3)*3(22 +2)22z
dz (22+42)3 (22 +2)8

_ 2a(2® - 3)3(2? + 2)*(4(=* + 2) — 3(2? - 3))

= (22 + 2)8

_ 22(2? —3)3(22 +17)

. (22 + 2)* i

Podobné postupujte u téchto funkef:

3 —9)5 3 3
9 fo=gim w =S o =8
3.1.4. Funkci zapiste pomoci zaporného exponentu; potom dvakrit derivujte:
) 6= g b fa@=EE

1 2? +3z+42
c) f(z)*32+2+31nz d) f(z)='—-'——32“irl
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3.1.5. Spoditejte prvni a druhou derivaci funkee:
a) f(z) = 3 (zv/22 +u’+a’ln(z+\/:3+a’)), a>0,
2
b) f(z)=3—a?(az-—2b)\/uz+b, a>0, c) ﬂ:)=iax-:_l)5'
3.1.8. Spotitejte prvni a druhou derivaci funkee:
o) arcsinz
T V-2

a) Postupujte pfimym vypoétem.
b)  Poviimnéte si, Ze f(z) = g(z)g’(z), kde pro struénost Je pouzito oznadenf g(z) = arcsinz . Potom
ukazte, Ze plati (pro zkraceni proménnou z nevypisujeme)
ff — QQ” + (gr)2 :
fﬂ' = gglﬂ' + 39.!9!! -
Ponévad se snadno odvodi, Ze

A z w14 2z2
g (m)____-—(l—:n?)* ) g (-’f=)————(1_z2)5L )

dostaneme vysledek pouhym dosazovanim do predchézejicich vztahi.

3.1.7. Funkce f, g a h maji na otevieném intervalu I potiebné derivace, funkce f je na tomto intervalu
nenulova. Spoéitejte

) (L), b (L), ) (fah), 9 (B
. 3.1.8. Funkee f a g majf na (~co, o) potfebné derivace, a je pevn4 konstanta. Spotitejte

a) E‘f—,‘f(s—2z),k=1,2,..., b) di——i(f(z)g(u—m)),k=1,2,

c) d‘l——i(z;;‘)“,kzl,...,n, d) d‘i—-’;(a—_l—n)—s,k=1,2,...,

e) %I_!_f_fz' f) gi-(f“y‘)-

3.1.9. Pro viechna z plati tg(arctg ) = z. Derivujeme jako sloZenou funkci a dostaneme vztah
L4
cos®(arctgz) dz
Oznatime-li ¢ = arctgz, je ¢ € (~in, 37) a tgp = z; pondvadi cos? ¢ = ﬁ%ﬁ’ dostavame
d 2 1
i e e g

Podobné spotitejte prvni dvé derivace funkee z —s y(z) (nazyvané implicitné zadana funkce) v uréeném
bodé z:

arctgr = 1.

a) 2+y*=R?,R>0,z¢€(-R,R), b) zlny+2y=2"-2v bodé z = 2 (kde y(2) = 1).
3.1.10. V3e, co bude feteno, se tyka funkce f, kterd mé derivaci na otevieném intervalu 7. Pro takovou
funkci oznaduje

df = f'(z)dz

diferencial funkce f v bod¥ z € I, pfitemZ dz oznatuje velikost pfiriistku nezavisle proménné z -
diferencidl nezévisle promé&nné z. Nékdy je tfeba pro oznadeni diferencidlu psat df(z,dz), abychom
zachytili jak bod z, v ném se diferenciél bere, tak i velikost prirtistku dz. Proto napfiklad

df (20, h) = f'(zo)h
znamend diferencial v bodé z, s prirtistkem nezévisle proménné vyjaddfenym veli¢inou h.
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Naproti tomu piiristkem A f(z, h) se rozumi presny pfirtistek hodnot funkce f, proto se definuje
Af(z,h) = f(z + k) — f(z).

U]E"E,ie lmAf(mlh)_df(zrh)=0

h—=0 h
b) Nova veli¢ina y (zévisle proménné y) je zavedena vztahem y = f(z). Jak definujeme diferenci4l
proménné y? Co takovy vztah vyjadiuje?

3.1.11. Porovnejte Ag(zo, h) a dg(zo, h) tim, Ze spotitdte Ag(zo, h) — dg(zo, h) pro obecnou hodnotu
priristku h nezdvisle proménné; ovéfte, Ze tento vyraz (i po déleni pfirtistkem h nezavisle proménné)
konverguje k nule, kdyz h — 0:

a) g(z) =2 vbodé zy =3, b)  g(z) =z® v bodé zp = 2,

a)

c) g(z)z-;—vhodé To = 2, d) g(z)=+xvboddzo=1.

3.1.12. Porovnejte Am(z,h) a dm(z,h) tim, Ze spotitdte Am(z, h) — dm(z,h) pro vybrané hodnoty
pfiristku A nezdvisle proménné pro funkci:

a)  m(z) =€ v bod& z = 0 a pro tyto hodnoty pFirstku h: 1,0.5,10~2,10~2, 103, 10~*.

b)  m(z) =cosz v bodé z = %7 a pro tyto hodnoty p¥iriistku h: 1,0.5,10~1,10-2,10-2, 104

ReZent.
3.1.1. a) f'(z) = 6(z— 1) — g + -\}? D(f) = (0,00), £(1) = 2, f(1) = —4,
b) ¢'(z) = 2(cos2z —sin2z), D(f) = (—o0, oo), a(1) —ai.u2+cos2éﬂ.5, g'(1)=2(cos2—sin 2) =—2.7

c) h'(z) = 1528 —42-% 4 62-% = 1528 — 7 33\/_ » D(f) = (0,00), h(1) =13, h'(1) =17,

d) j'(z) = 3z% = 3¢z, D(j) = (0,0), j(1) =1, j'(1) = &
e) k'(z) =2*In2, D(k) = (—o0,0), k(1) =2, k'(1) =2In2 = 1.4,

£) I'(z) = 31:10 l‘fe D(l) = (0,00), I(1) =0, I(1) = k= =loge = 0.4.

3.1.2. a) f'(z) = 2¢'~** cos(cos(e! ~?*)) sin(e!~?*) na (—o0, ), b) f'(z) = 2\/___ na (—3,00),
St

©) /@) = (a-+ 1z~ 1)(7 = 3) na (~o0,00), d) /() = poraysy na (~o0,c0),

e) f'(z) = —e~*(3 cos 2z + 25in 27) na (—o0, o), f) f'(z) = arctgz na (—oo, ),

g) f(z) = m—h na (0,00), B) () = [ ooiaft = (T soray? 12 (~09r00),

D) /(@) = 73 18 (-60,0)U 0,00),J) £'(2) = =iz 1 (~00,00),

K) /'(2) = 222 1 (i, 1) a na intervalech, které se dostanou posunutim o 3k, k celé &islo,
) £(@) = ﬁg na (o0, ~2) U (~2,00),

m) m(2) = G e = s oz £~ 1) f(e) = e ma (~4,0)

_ —(z+1)2e _ —(z+1)?
9= "G = W

9() na (—o00, ),
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=1

P) f'(z) = z°(1 +1nz) na (0,00), q) f(z) = =BVIFZ ). 1) g'la) = —

itz

na (—CD, %) U {%' m)-

318.0) () = ZEEE0 s (e 2y 2w,

b) 7'e) = E= ) o ¢ (oo - U (-3, 00),

c) f'lz)= z(£+i§ﬁ;k-s) pro z € (—00,).

$14.2) 16 = St 1@ = LD ¢ (Caotyu 0,00,

b) 1) = SEEIEHD puy 2040 e oo0)u(0,00)
N ISR e
D e = 2 1) = G oz (~o0,0).

3.1.5. 2) f(z) = V" + a2, f(2) = = pro v € (~00,0),

b) F'e) = = f"(0) = 2—(% proz € (-, 0),

) £@) = 7EED 11@) = 2 pro @ € (00, -1 U (~L,o0).

3.1.6.2) f(z) = (zlai"::’;; e f —, f'(z) = (22"’( :r _U::)‘(;Slnz o _322)2 pro z € (—1,1).
3.1.7. a) (%‘)' = L”_F_(f)_: , b) (f?')" = F/5 ;;f” PV &) foh+ feh+ fah',
a) LRG0 518.0) (24106 - 20, 1) L (f(elgta - ) =

2
f'(z)g(a — z) - f(z)g'(a—2), d%;(.f(x)g(ﬂ — 1)) = f"(z)g(a — z) — 2f'(z)g'(a — ) + f(z)g"(a — z),

(z—a)n* CDRE+2) A=)
) p=mr " Y M=) * ) [TF 22
-z

2
3.10.2) y'a) = =5, 1/'e) = E“%z_) b)y(@)=1,y"(2) = 1.

3.1.10. b) Vztah m4 tvar dy = f'(z) dz a vyjadiuje, jak velik4 Jje zména nové proménné y, kdyz se
pivodni proménnd z méni o ,malé hodnoty* dz.

h? a) (1-vI+h)h
42+h)’ 7 20 +v/1+h) "

f) 2/°6%(3f'g + 2f4") .

3.1.11. a) k%, b) (6 + h)h?, ¢c)

129 h= 1 05 0.1 001 0001  0.0001
Am(0,h) = 6.389056 1.718282 0.221403 0.020201 0.002002 0.00020002
dm(0,h) = 2 1 0.2 0.02 0.002  0.0002
b)
h= 1 0.5 0.1 0.01 0.001 0.0001
Am(gmh) = —0.818845 —0.345720 —0.054243 —0.005043 —0.0005004 —0.000050004
dm(im,h)= —0.5 -0.25 -0.05 -0.005  -0.0005  —0.00005
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3.2. Uziti derivaci
Definice a vyznam derivace

3.2.1. PRIKLAD. Pravdépodobnost doZiti se véku = je pro narozeného jedince popsana funkci p(z). Jak
sterpretovat funkci p, kterd je definovdna vyrazem
1 dp(z)
I)=——F-—"7
u(z) 75 i
Podle definice derivace pro malé kladné h uvedeny vztah pfiblizn& vyjadfuje (tim ,pfesnéji“, ¢im je h
5’“)

. 1 p(z+h)—p(x)
M= m

Nasobime h, a zlomek vpravo roziffime &islem Ny, které vyjadfuje podet narozenych; dostaneme

Nop(z) — Nop(z + h)
Nop(z) '

V poslednim vyrazu Nop(z) pfedstavuje podet jedincti, ktetf dosshli véku z, a Nop(z + h) je poet
Jedined, kterf dosahli véku z + h. Rozdil Nop(z) — Nop(z + h) udéva tedy podet zemtelych ve véku,
Kfery je vetSf neZ z a je mensi neZ z + h. Tedy podil stojici na pravé strané poslednf rovnosti vyjadiuje
pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery se dozil véku z, zemie pfed dosazenim véku z + h. Funkce U se
nazyva intenzita iimrtnosti a velidina u(z) h pro ,mald* h odpovida pravdépodobnosti Gmrti ve véku
z intervalu (z,z + h).

3.2.2. Poloha bodu pfi oscilaénfm pohybu na pfimce je popsana funkei z(t) = Acoswt, kde A,w jsou
&ladné konstanty. Najdéte vyraz pro rychlost v(t) pohybu a najdéte mista, kde je rychlost nejvétsi. Dale
majdéte vyraz pro zrychlen a(t) pohybu a najdéte mista, kde je zrychleni oscilaéniho pohybu nejvétsi.

p(z) h =

3.2.3. Veli¢inou P(t) je vyjadfena velikost populace v z4vislosti na &ase ¢. Vysvétlete, proé vyrazy

dP(t) 1 dP(?)
dt ' P(t) dt
Je rozumné nazjvat rychlost riistu populace a relativni rychlost riistu populace. Spodcitejte, Ze pokud
populace je popsdna funkci P(t) = Pye®t, v niz P a o jsou konstanty, potom relativni rychlost riistu
populace je a.

Tetna
3.2.4. Napiste obecnou rovnici tetny ke kfivce y = 8 — 2z — 2% v bodech (-1,?), (0,7) a (3, 7).

3.2.5. Napiste vektor, kterj ma smér tetny ke kiivce y = f (z) v bodé = = a, v némZ existuje derivace
funkce f. NapiSte pro tento bod vektor normaly ke kfivce, jenz sméfuje do mist ,jizn&jsich“, nez je
bod (a, f(a)). Jaky je vektor normaly sméfujici do ,severndjsich* mist?

3.2.6. Je ddna funkce f, kterd ma na otevieném intervalu I derivaci. Najdéte vyjadfeni pro funkci g,
kterd popisuje y-ovou soufadnici bodu, v ném? te¢na v bod¥ z ke kiivce y = f (z) protind osu y.

3.2.7. Je déna funkce f, kterd mé na otevieném intervalu I nenulovou derivaci. Najdéte vyjadieni pro
funkei p, kterd popisuje z-ovou soufadnici bodu, v ném% tetna v bodé z ke kiivee y = f(z) protina
osu T.

3.2.8. Funkcee f je lich4 funkce na (—00,00) a y = kz + ¢ je tetna v bodé se souFfadnici = a. Jakou
rovnici ma tecna v bodé se soufadnici z = —a?

3.2.9. Funkce f je sudd funkce na (—o0,00) a y = kz + g je tetna v bod& se soufadnici = = a. Jakou
rovnici ma teéna v bodé se soufadnici z = —a?

3.2.10. Rovnice tetny ke kfivce y = f(z) v jistém bodé se soufadnici = a je y = kz + g. Jakd je
rovnice teény v bodé se soufadnici z = a ke kiivce y = af(z), kde a je libovoln4 konstanta?
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3.2.11. Funkee f je libovolna funkee, kters ma na otevieném intervalu J derivaci. Pro libovolny nenulovy
redlny parametr o sestrojime funkci fa pfedpisem

fa(z) =af(z) pro zel.

funkoefaoznaéimebbod,vnémiteﬁnapmﬁnéusnz.Vbodésestejmumfadnid:c:asestrojfme
takéteénukegmfufunkmfaaoma&mebabod,vn&:ﬁmmwénaproﬁnémz.

a) Odvﬁevﬂahmajbabcpmmﬁvahombupoﬁﬁni
b) Napi%:etwnimteﬁmaprﬁse&kyb.basmuzspoﬁtejte.
Tayloriiv vzorec

3.2.12. Pro kazdou funkei f, kters m4 na otevieném intervalu I derivace (pro Jjednoduchost) vSech F4ds,
miZzeme pro kazdy bod z € I a pro libovolné pirozené ¢islo n a libovolny bod zq € I psat

o) = o)+ Fa )+ Loy S0

0 f(B) (g
=> Lk(TQ(’ ~20)" + Rna(a),
i

kde pro veli¢inu R4 (z), kterou nazyvame zbytek, plat{ vztah

(n+1)
Rppa(z) = %Ti%{'_) (z - 20)™"",

v némz bod ¢ je n&jaky bod z intervalu s krajnimi body = a z. Radu

nazyvame formélni Taylorovou fadou se stfedem v bodé zg. Casto se pomoci této Fady di vyjadrit
hodnota funkce f(z).

a) Napiste Taylorovu fadu se stiedem v bodé Zp = 2 pro funkei f(z) =2® — 722 + 152 — 8. Vypiste
vSechny nenulové ¢leny fady. Pfesvadite se, Ze zadany polynom je roven odvozené Taylorové fadg,

b)  Stejné jako v pfedchézejici tiloze: stfed v bods Zg = —1, funkee f(z) = 25 — 2z + 1.

c) Napiste forméln{ Taylorovy fady pro funkce f;(z) = 7, f2(z) = cosz a f3(z) = sinz se stiedem
v bodé 7y = 0. Tyto fady vyjadiujf hodnoty funkef pro kazdé z — dokonce ; komplexni.

d)  Najdéte ptiblizné hodnoty pro e a e~ settenim prvnich péti élendi odvozené Fady. Srovnejte
s hodnotou, kterou najdete na kalkulagce.

e) Najdéte pfiblizné hodnoty sin 6° a cos 10° settenfm prvnich dvou &leni odvozenych fad. Velikost
thlu vyjadiime v radidnech a pak dosadime. Porovnejte s tdajem kalkulagky.
Funkce rostoucf, klesajici, minimum, maximum

3.2.13. Pomoci Rolleovy véty urcete bez potitani disjunktni (bez spolesnych bodi) oteviené intervaly
délky jedna, v nichZ lezi kofeny derivace polynomu p(z) = z(2? — 1)(2? — 4).

3.2.14. PRIKLAD. Funkce flz)y = :ti m4& zépornou derivaci v kazdém bodé svého defini¢niho obo-

ru (—00,1) U (1,00). Proto je funkce klesajici na intervalu (—oo, 1) a také na intervalu (1, o0). Nelze Fici,
Ze funkce klesd na svém defini¢nim oboru, nebot 0 < 2 a ptitom f£(0) = —1 < f(2)=3.

2 2
3.2.15. Najdéte intervaly, na nichz Je funkee i(z) = %fi_';}i monoténni.
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3.2.16. Na kterych intervalech je funkee f(z) = ;:f{% Klesajici?

3.2.17. Bud f(z) = z%(4 — z). Ukazte, %e pro kazdé &slo A < 27 existuje jedind dvojice bodi (a, b)
takovd, Ze a < 3 < b a f(a) = f(b) = A.

3.2.18. DokaZte, Ze funkce g je na svém definiénim oboru kladné, kdyz g(z) = % +Inz.

3.2.19. Najd&e maximum a minimum funkce f(z) = 2% — 322 — 3 na intervalu [ = (-1,4).
3.2.20. Najdéte maximum a minimum funkce g(z) = z — 2arctgz na intervalu J = {0, 00).
3.2.21. Najdéte minimum a maximum funkce h(z) = 22 — 2z — 4|z — 2| + 1 na intervalu I = (-2, 3).

3.2.22. Najdéte minimum a maximum funkce f(z,y) = 522 + 4zy + 2y? na mnoZind M bodi (z,v)
v roving, kdyz M = {(z,y) | 2%+y? = 3}. MnoZina M se d4 zachytit (parametrizovat) jedinou proménnou,
napfiklad t; miZeme psét z = V3 cost, y = /3sint, t € (0,27).

3.2.23. Jako v pfedchazejici tiloze pro funkei g(z,y) = 1022 + 6zy + 2y% a M = {(z,y) |z* +y* =1}

3.2.24. Najdéte mezi kladnymi &isly takové, Ze je pro ndj soudet druhé a tfetf mocniny zmenseny
o pfirozeny logaritmus jeho p4té mocniny nejmensi.

3.2.25. Najdéte rozméry obdélnika s obvodem L > 0, kterj mé nejvétsi obsah.

3.2.26. Najdéte polomér zakladny r a vyku v valce nejvétsiho objemu, ktery se vejde do koule polo-
méru R.

3.2.27. Jako v predchézejici tiloze pro kuZel s polomérem zékladny r a vyskou v.

3.2.28. Néklady na provoz jisté lodi se daji rozdélit na pauslni a ty, které jsou svézény s rychlosti
pohybu lodé. Tyto néklady rostou se tfeti mocninou rychlosti a pfi rychlosti 10 km/h jsou 40 Ké/h.
Pausdlni ndklady jsou 640 K&/h. Pfi jaké rychlosti jsou néklady na jeden kilometr plavby nejniz&{?

3.2.29. Cena C(z) komodity klesa se vzdélenosti z od mésta podle vatahu C(z) = i -:oaa; , kde ¢y
a a jsou kladné konstanty. Dopravni néklady D(z) rostou linedrné se vzdalenost{ od mésta z podle
vztahu D(z) = az + b, kde a, b jsou kladné konstanty. Za jakych podminek na parametry ¢, o, a, b jsou
celkové naklady N(z) = C(z) + D(z) nejmensi pro n&jakou vzdilenost zg > 07 Podminku interpretujte
graficky.

3.2.30. Aritmeticky priumé&r. Jsou ddna reslns &sla zy, . .., z,. Najdéte bod absolutniho (glob4lniho)
minima funkce

fa(z) =) (z—=;)*.
=1

3.2.31. Geometricky priimér. Jsou déna kladn4 &fsla z, ..., z,. Najdéte bod absolutntho (glob4lni-
ho) minima funkce

z
=1

fo(@) =) (nz—Inz;)*=3 In’
i=1

=1

3.2.32. Harmonicky priimér. Jsou ddna kladn4 &sla B e Wy
/1 1 )2

2)  Najddte bod zy absolutnho (globalntho) minima funkee frr(z) = (= - =
j=1

b)  Prot staéi hledat minimum mezi kladnymi &sly?
c) Spoéitejte f(zy).
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3.2.33. VyZetfujte minimum vzdilenosti bodu Q a bod# Efivky. Odvodie podminku, pro z-ovou soufad-
nici bodu P na kfivee y = 22, ktery je nejbliZe bodu Q =(1,0). Ukate, 2e spojnice bodu P s bodem Q

Jje normélou kfivky v bodé P.

3.2.35. PozNAMKA. Vyrazy, které se maji derivovat pfi aplikaci "'Hospitalova pravidla, jsou n&kdy
sloZité a Ize je zjednodusit tim, Ze z nich vypreparujeme &4sti, které maji nenulovou a konet¢nou limitu,
Napriklad

lim (z—sm?)(s-—cosz) el ztsm:: lim (5 — cos z) = 4 lim :cfzma:
z—0 smsz z—0 31113 T z—+0 . z—0 gin’ gz
' 1—cosx g 1—cosz 1

. y i =4Jim—-,—§—-——= . 2
z=03sin“zcosz 320 gin?y z—0 cos T

Nékdy je tfeba vyraz pro pouziti I'Hospitalova pravidla plipravit. Pak sta¢i pouze trocha trpélivosti,
abychom z fiprav, které se nabizeji, vybrali tu spravnou. Napfiklad, pro vypoéet limity xl—iﬂll+ 2°Inz

vybereme posledn{ vyraz z téchto:

]

3 *
. : T . Inz
lim 28lnz = jim % _ —
z—+0+4 z=0+ (Inz)~1 ~ 250+ z—

ponévadz prostiedni vyraz se uzitfm I’Hospitalova pravidla komplikuje. Zkuste to.
3.2.36. Pomoci I'Hospitalova pravidla spoéitejte:

. 22+ -6 . 2z —52% — 4743 . 32?—4z 41
Y N Eigrsr M m Bra—z-2 * 9 Im ey
. l—cosz . T—sinz . tgx—sinz
d) :213}1 R e) :!I—IRJ 3 7 f) 11—15 2tgx
. In*z .z . . Inz
g} W Jo = el il
. . 271 . a®—p* . arcsing
h ey VRS Te>00>0, ) i SEIL,
L e o A
@) i sin 7z smz’ )7 fi 4z tg4:z;, 8y It e —e ,
T tg 3z z—0 ! =2 g —9
v téchto tilohdch oznatuje 2(z) polynom libovolného stupné v proménné z:
: —az s —az? . —ax?
P) lim p@e*,a>0, q Lm - p(z)e=e=, r) lm p(z)e=es’,

3.2.37. Nejprve upravte, pak pomoci I"Hospitalova pravidla spoéitejte:

g : A 3 0.2 2 4

a) zh_{lgo (z-Inz), b) ml_1q}1:g.o (e —52°-32%~1), c) ==1_.1’.13,14" (:c—\/_i +lnz) g
. . 1\z - 2\ =z

i et ST il

O mE-ee) w om0 gLy
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3.2.38. POZNAMKA. N&kdy je rozumné jeit& pfed pouitim l‘Husp1t.alcva, pravidla zménit proménnou.
Napiiklad prejdeme-li od proménné z, z — 0+ k proménné y = 1. méme y — oo, a proto
—41 5
lim <" = lim e = lim L = 0.

z—04+ x5 y—+oo y—+oo eV

Pokud nezaéneme tpravou, kazdé uZiti 'Hospitalova pravidla vede ke stéle slozité&jsim vyraztim.

Reseni.

3.2.2, Pro rychlost plati v(t) = —Awsinwt, nejvétsi v bodech, kde je z(t) = 0. Pro zrychleni plati
a(t) = —Aw® coswt = —w?z(t), nejvétii je v bodech, kde je z(t) extremalni. 3.2.4. y — 9 = 0,
2z +y—8=0,8z+y— 17 = 0. 3.2.5. Tetny vektor: (1, f'(a)); normalovy vektor mifici
severngji: (—f'(a), 1), normélovy vektor mifici jizngji: (f'(a),—1). 3.2.6. ¢(z) = f(z) — z f'(z).
3.2.7. q(z)—z—TH 3.28.y=kz—q.3.2.9.y = —kz +q. 3.2.10. y = a(kz+q) .

3.2.11. a) b=b,. b) y — f(a) = f'(a)(z —a), y — af(a) = af'(a)(z —a), b=by =a ﬁ((i))
3.2.12.a) f(z) = (z—2)° - (-2 — (z — 2) + 2. :

b) f(z) = (z + 1)° — 5(z + 1)* + IO(z + 1)3 —10(z + 1) +3(z + 1) + 2.

c)ef =1+z+ 22 +42° + .. Zkl,cosz“- 1— 5a2? +4!z“—%x“+.r..

k=0

sinz=g— g2° + L2 - Lo+ .|

3.2.13. Derivace je polynom stupné &tyfi. Jeho &tyti kofeny lezf v intervalech: (—2,—1), (—1,0), (0, 1),

(1,2). 3.2.15. Derivace je

oy 22(1—2%)(z? + 1) '
h(z) = @+ 2)

Funkce h roste na (—oo,—1) a na (0, 1), klesd na (—1,0) a na (1,00).

3.2.16. Pro derivaci plati

1 _(3274 * 1)
Derivace je tedy zdporné pro vSechny body defini¢niho oboru. Funkce f klesa na kazdém z téchto
intervalil: (—o0,~1), (~1,0), (0,1), (1,00) . 3.2.17. Funkce f je rostouci na intervalu (—oco,3) a
klesajici na (3, 00), pfitom f(3) =

3.2.18. Minimum funkce g na defini¢nim oboru (0, %) je v bodé = = 1; pon&vadz g(1) = 1, je
dokonce g(z) > 1 pro kazdé z € (0, 00). 3.2.19. Minimum na intervalu 7 je f(=1) = f(2)=-
maximum je f(4) = 13. 3.2.20. Minimum na intervalu I je g(1) = 1 — 37, maximum neexistuje,
funkce neni shora omezen4. 3.2.21. Minimum na intervalu 7 je h(—1) = —8, maximum je h(2) = 1.
Derivace funkce h v bod& z = 2 neexistuje. 3.2.22. Minimum na mno%in& M je 3, maximum

je 18. 3.2.23. Minimum na mnoZin& M je 1, maximum je 11. 3.2.24. z = 1. 3.2.25. Ctverec

o stran® L. 3.2.26.r = LR, v = 283R. 3.2.27. r=234p v=%R. 3.2.28. Jde 0 minimum
funkce F(v) —‘H"‘— Nejnizaf néklady jsou pfi rychloetl 20 km/h 3.2.29. Derivace funkce N(z) je
rovna nule v bod& z > 0, kdyZ a(1 + az)? = acp. To je mozné pouze za podminky 22 <2 > 1, coZ je totéz
jako podminka N'(0) < 0.

3.2.30. Funkce f4 je definovéna na (—o0,00). Limity v nevlastnich bodech 00 jsou co. Ponévadi je
derivace funkce f4 rovna nule pouze v bodé 4, pro ktery plati

== Za:j (aritmeticky primér &isel zi,...,z,),
2=

Je tento bod absolutnim minimem funkce f4 na (—oo0,00).
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3.2.31. Funkee fg je deﬁnové.nana(o,oo).l.imityvmlemav nevlastnim bodé& oo jsou co.
Ponévad? je derivace funkee f& rovna nule pouze v bodé z¢, pro ktery plati

1
TG = Yz, - Zn = (z1---2)" (geometricky priimér Fisel Baa-s354)

je tentobodabsolutnhm_inimnfmh:efana(ﬂ,m).
3.2.32.a)thkm_fghudemevy§eﬁwatna(0,oo).Prolimituzpravavnnleaprolimituv+ooplatf

) 3 =~ 1
Jm, fu(z) = +oo ,_.h’fmfa(z)=§5—}-

Jakmile je z vét3i nez nejvétsi z éisel xy,...,z,, je

flz) < Jim fu(z) = Z 3—12-
: j=1 "3

Proto existuje bod, ve kterém funkce fr nabyva minima na intervalu (0, 00). Tento bod musi byt

bodem 2y, bodem v ném# derivace funkce fg je rovna nule. Takovy bod zf je jenom jeden a spliiuje
relaci

o el 1
2w — 7 2.— (zm je harmonicky priimér &sel Byse 55 @a)e
Ty n_f:l Tj
2n
B)ET.

. 3-2.33. Soufadnice z nejblizstho bodu splituje 22° + 7 — 1 — 0. Vektor £p, ktery je tetnym vektorem ke
kiivce y = 2% v bod€ P = (z,22), m4 tvar ip = (1,2z). Ponévadz —Ig'z (z —1,2%), je jejich skaldrni
souéin i’p-@g=2z3+s—l=0. Proto je Q__I-"’normélou. 1

3.2.34. Funkce m4 hodnotu nula v krajnich bodech intervaly (0, 37) . Ponévadz ¢”(z) = — cos o,
funkce je konkévni na (0, 17), a graf le# nad osou z pro hodnoty z vnitiku vySetfovaného intervalu.
Ponévadz ¢'(0) =2>0a g'(37) =2 — 7 < 0, interval nejde rozsitit.
3.2.36.a) 1, b) —6, c) —15> d) 3, e) =4, ~5:8) 0,h) 0,i) -1 j) —In 3. k)Ing 1)1, m)2,
n) %, 0) €%, p) 0, q) 0, r) 0.
3.2.37. a) o0, plSeme 7 —Inz = (1 — nz2) vysledek je diisledkem 82 0 proz — oo,
b) oo, piSeme
i 3l
1= B8 T gzl Ty DR CsUN S OIS, |

e 5z2° —3z°  —1=g¢ ( - 5 = a:3) 3
podle I'Hospitalova pravidla je limita prvniho vyrazu v zdvorce nekonetno,
c) oo, pi¥eme

4 1 Inz
. wvz T gt )
podle 'Hospitalova pravidia Je limita druhého vyrazu v zdvorce nula,

d) 1, pifeme 2% = ¢*!"% 3 yysledek Je disledkem zlnz — 0 pro z — 0+,
e)e f)e? g)0,h) -1 i) -1
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3.3. Prubéh funkce

3.3.1. VySetrete priib&h funkce, v inflexnich bodech — pokud soufadnice bodu, v ném% m4 funkce inflexi,
Je snadno vyjadfitelna — spotitejte obecnou rovnici teény (grafy jsou na konci sekee):

) f@=E+IE-9, b f@=E 9 @)=,

9 f@=FF 9 =) 0 se=-2L

) fe)=oE—.a>0, B) f@=@-IE ) @)= e

) f@=ee, K me)=—, D @)=t

m)  f(z)=eE, n)  f@)=-"—,acR, o f@) =az-lnz, a>0,
p) fl@)= ¥, qQ) f(z) =5z"Inz, r) k) =1n(1—§—),a> 0.

3.3.2. Pouzijte pouze prvnf derivaci a natrtnéte graf funkce f (z) = 2sinz+ cos 2z . Vyuzijte periodicity
funkce. V tifténém grafu odhadnéte polohu inflexnich bodd a jejich z-ovych soufadnic. Potom tyto
hodnoty spottéte a vysledky porovnejte. (Graf je na konci sekce.)

3.3.3. Ukazte, Ze funkce f a g v tilohdch 3.3.1.d a 3.3.1.e spliijf g(z) = f(—z) pro z € D(g). Odvodte
graf a vlastnosti funkce g z grafu a vlastnosti funkce f.

3.3.4. Ukazte, Ze funkce m a p v tlohach 3.3.1.k a 3.3.1.1 spliiuji p(z) = 1 — 2m(z) pro = € D(p).
Odvodte vlastnosti funkce p z vlastnosti funkce m.

3.3.5. Na obrazku je ¢ast grafu funkce - A

224+22+3
o=t :
(0,1)
pro hodnoty proménné z vzaté z jistého (vdm zatajeného) /

okolf bodu = = 0. Na ose z je vzdélenost bodu z = 1 od po-
catku X, milimetri a na ose y je vzdalenost bodu y = 1 od
pocatku Y;, milimetri. Kolik je pomér X, /Y, kdy? vite, .4
Ze je vyjadritelny jako pomér dvou malych celych é&isel?

Reseni.

3.3.1. a) D(f) = (—o0, 0), funkce se rovna nule v bodech z = —3 a z = 3, je zdporné na

(—00, —3) U (=3,3), kladn4 na (3, 00), lim;+c0 f(z) = £00, f'(z) = 3(z + 3)(z — 1), funkce roste
na (—o0,—3) a na (1, 00), klesd na (—3,1), f"(z) = 6(z + 1), funkce je konkavn{ na (—oo, —1),
konvexni na (—1,00), funkce m4 inflexi v bod& z = —1, rovnice tetny. v inflexnim bod$ (-1, —16)

Y

jel2z4+y+28=0,
b) D(f) = (—o00,0), lich4 funkce, funkce je zépornd (mp'. ‘kladn&) na (—o0, 0) (resp. (0,00)),

Ritassco 7(2) =0, 7/(2) = 2=2) £liikce Idest na (—00, —1) &/ na {1, 0o}, rostena (=1, 1),

(z2 +1)%’
i z) = %ﬁ—), funkce je konkévni na (—oo, —v/3) a na (0, /3) konvexnf na (=v3,0) a

na (v/3,00), funkce m4 inflexi v bodech z = —/3, z = 0, z = v/3, tetny v pHslusnych inflexnich
bodechmajiposmpnétytorovnicea:+2y+3v’§=U,y='4z,z+2y—3v’§=0:
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c) D(f) = (—o0,00), nezdporna sudé funkee, kterd se rovna nule pouze v bodé z = 0,

lims o0 £(2) = 6, £(z) = (r,—lfl); funkee klesé na (oo, 0), roste za (0, 50), f"(z) = .1?(1 1??-:)*
funkee je konkévni na (—oo0, —3v/3) a na (3V/3, ), konvexni na (—2+/3, £/3), funkce m4 inflexi

vbodechz:—-gw/—az=§ 3, rovnice tefny v pfisluSnych inflexnich bodech jsou 9v/3z + 4y +3=0
a9v/3z —4y—-3=0,

d) D(f) = (—o0,1) U (1,0), nezéporna funkce, ktera se rovna nule pouze v bodé z = —1,

lim; 100 f(z) =1, lim, f(z) = oo, f,(x) = :_E:(f—::):‘)? funkce klesé na (—o0,—1) ana (lr 0), roste
na (-1,1), f(z) = E(%z_il;_’%, funkce je konkavni na (—oo0, —2), konvexni na (—2,1) a na (1, 00), funkce

mé inflexi v bod& z = —2 a rovnice tetny v bodé (-2, ;) mé rovnici 4z + 27y + 5 =0,

e) D(g) = (—o0,—1) U (—1,00), nezdporn4 funkce, ktera se rovna nule pouze v bodé z = 1,

limz 400 9(z) = 1, limz 3 g() = o0, g'(x) = ?E:_—_l;z:
8(z —2)

na (-1,1), g"(z) = __(:ETI)T' funkee je konvexni na (—oco,—1) a na (—1,2), konkévni na (2, 00),
funkce m4 inflexi v bodé z = 2 a rovnice te¢ny v inflexnim bodé (2, 1) mé rovnici 4z — 27y — 5 = 0,

funkee roste na (—oo, —1) a na (1, ), klesa

f) D(f) = (—o0,1) U (1, 00), funkce se rovna nule pouze pro z = 3. je zéporn4 v (—oo, 3), kladna
v (%, 1)U (1,00), limz—s 400 f(z) =0, lim,; f(z) = o0, fl@)= — funkce klesd na (—o0,0) a na

-1
2(£‘—+3-i1 funkee je konkévni na (—o0,—3),

konvexni na (—3,1) a na (1,00), funkce ma inflexi v bodé z = —3 a rovnice teény v inflexnim

(1,00), roste na (0, 1), minimum f je f(0) = —1, f"(z) =

bod# (—%,—%) mé rovnici 8z + 27y + 28 =0,

g) D(f) = (—o0, —a) U (—a,a) U (a, 00), lich4 funkce, kterd se rovna nule pouze v bod& z = 0, funkce je
zapornd v (—o00,—a) U (0, a) a kladnd v (—a,0) U (a,00), lim; 1o f(z) = o0, lim,,_,_ f(z) = —o0,
limg ;o4 f(z) = 00, limzya— f(z) = —00, lim; 404 f(2z) = oo, piimka y = z je asymptotou v obou
nevlastnich bodech +o0, f'(z) = 2 (e 8e) funkce roste na (—oo, —v/3a) a na (V/3a, ), klesa

20°z(z? + 3a?)

na (~V3a, ~a), na (~a,) a na (a, v3a), £(v3a) = ~f(~vBa) = §v/3a, f'(a) = =55,
funkce je konkévni na (—oco0, —a) a na (0, a), konvexni na (—a,0) a na (e, ), funkce m4 inflexi

v bodé z = 0 a te¢nou v inflexnim bodé& (0,0) je osa z. i

h) D(f) = (0, 00), funkee se rovna nule pouze v bodech z = 0 a z = 3, je z4porn4 na (0, 3) a kladnd

3(z—1)

2—\/_— , funkee klesé na (0, 1), roste

3(z+1)
dz\/z '’

i) D(f) = (—o0,00), funkce mé4 hodnotu nula pouze pro z = 2, je kladn4 na (2 00) a zéporni

na (—00,2), limy—, 1o f(z) = 1, f'(z) = ME- funkce klesd na (—o00, —3), roste na

(22
—3,00), minimum je f(—1) = —/5, f"(z) = ?il_)%z_” funkce m4 inflexi ve dvou bodech:

na (3,00), limz e f(z) = o0, pro z € (0,00) je f'(z) =

na (1,00), minimum je f(1) = -2, pro z € (0,0) je f"(z) = funkee je konvexni na (0, ),
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= =5(-3-VA)=-1.2,2, = 3(—3+ VA1) = 0.4, je konkévni na (oo, z;) a na (22, 00) a konvexni

oz (31132)'

) D(f) = (=00, 00), nezéporn4 funkce, kter4 se rovn4 nule pouze v bodé z = 0, lim,,_ f(z) = 00
im._ f(z) =0, f'(z) = 2(2 — z)e™*, funkce kless na (—oo,0) a na (2, 00), roste na (0,2),
f"(z) = (z* — 4z +2)e™*, funkce m4 inflexi ve dvou bodech: z; = (2 — v/2) = 0.6, z2 = (2 + V2) =34

je konvexni na (—00,2:) a na (z;,00) a konkévnf na (z;, z,),

k) D(m) = (—00,0) U (0, 00), v Z4dném bodé neni funkce rovna nule, funkce je kladn4 na (—00,0) -
Je oviem hned vidét, Ze na tomto intervalu je v&tsi nez 1 —, funkee je zdporné na (0, 00),

T
bms_, o m(z) =1, lim; o m(z) = 0, limz—yq— m(z) = oo, limz—04 m(z) = —o0, m'(z) = ie’"e—_l)"”
o r 2\ oT
funkce roste na (—00,0) a na (0, 00), m"(z) = €4 De _(Ireye v Zadném bod# funkce nema

(-1 =~ (1—e2)2’
inflexi, je konvexni na (—co,0) a konkavni na (0, c0), kfivka y = m(z) je stfedové symetrickd vzhledem

k bodu (0, 1),

1) D(p) = (—00,0) U (0, 00), lich4 funkce, z&porna na (—oo, 0), kladn4 na (0, c0) — je vidét, ze
v absolutni hodnoté jsou hodnoty funkce vétsi nes 1 —, v Z4dném bod# defini¢niho oboru nenf funkce

; . i —2e°
rovna nule, lim,, 4o p(z) = %1, lime—yo— p(z) = —o0, lim,_04 p(z) = o0, p' (z) = E-0 funkce
2(e® + 1)e®

klesa na (—00,0) a na (0,0), p"(z) =
funkce v Z4dném bodé nem4 inflexi,

(2 —1)3 ° funkee je konkdvni na (—o0, 0), konvexni na (0, 00),

m) D(f) = (—o0,0) U (0, 00), funkce kladna ve vsech bodech definiéniho oboru, lim,_, 4+ f(z) =,
limes0- /(@) = 0, limensor. £(2) = o0, /) = 27 = LDy, o p1(a) 0, funkee

Klesé na (—c0,0) a na (0, 00), f"(z) = 22 ’;P‘* e (2” ”;Pf @) funkee je konkévat
na (—co, —3), konvexni na (~1,0) a na (0, 0c), funkce m4 inflexi bodé z = —3 arovnice tetny

v bod& (—3,e7!) = (—2,0.4) je 4z + ey + 1 =0, pondvadi f(z) = e- eX, lze s funkef zadanou pracovat

jako s nasobkem funkce h, h(z) = e*,

n) D(f) = (—o0,a) U (a, o), funkce je zaporn4 na (—o0, a), kladn4 na (a,00), v Z&dném bodg&
defini¢niho oboru neni funkce rovna nule, lim, , _ f(z) = 0, limz_ 0 f(z) = o0, lim;,,— f(z) = —c0,

e /() =005 £y = = $00et (00, 0) s (a,aop 1), rostema {1, 00),

(z —a)?
M-S B
fla+1) =e*t! f'(z) = (= C(; _li):- Lje? , funkce je konkdvni na (—o0, a), konvexni na (a, ),
funkee v Zidném bodé& nem4 inflexi,

0) D(f) = (0,00), limz—04 f(z) = 00, limz—yeo f(z) = oo, f’(z) _:z:_ funkce klesa na (0, 1), roste
na (1, 00), minimum funkce je f(3)=1+Ing, f'(z) = 55, funkce je konvexni na (0, o0), funkce
v zédném bodé nema4 inflexi,
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P) D(f) = (0, 0), ﬁmkoeméhodmmnnlapouepm:= 1, je ziporn4 na (0,1) a kladns na (1,00),

e ) = o0, s )= Oy e i (e,00),

maximum funkee je f(e) = ;1- =04, f(z) = 21”;‘ 3, fumkee je konkévni na (0, e?), konvesni
na (e#, 00), funkce m4 inflexi v bod# z = e, rovnice tetny v inflexnim bodé (ef, 3e-1) ~ (4.5,0.3)

jez+2e% — el =,

q) D(f) = (o, co), funkce m4 hodnotu nula pouze pro z = 1, je zdporn4 na (0,1) a kladn4 na (1,00),
limzo4 f(2) =0, lim, ., f(z) = 00, f'(2) = 52(2Inz + 1), funkee Kles4 na (0,e%) ~ (0,0.6), roste
na (¢4, 0), minimum funkee je f(e~4) = -;—:- = =09, lim 1o, f/(2) = 0, £(z) = 5(2Inz + 3),
funkee je konkévni na (0,e=%), konvexnf na (=%, 00), funkce m4 inflexi v bodd = = e~#, rovnice teny
v inflexnim bodg (e~#, —L5¢-3) (0-2,0.4) je 20e¥z + 263y — 5 — 0,

r) D(h) = (—a,a), sud4 a nekladna funkce, kters se rovna nule pouze v bods z — 0,

limg, ., h(z) = =090, limyy,_ h(z) = —00, h'(z) = = ?_zaz = a;fzz , funkce roste na (—a,0), kless

—0r-3 =g
U W) e Je konkévni na (~a,a), v Z4dném bode nems inflexi.

(z2 —a2)2 °
3.3.2. Funkce z — 2sinz + €082z je definovéna pro viechna redlng &sla a Je periodicka
8 periodou 2, proto stagi vySetfit vlastnosti funkce na néjakém intervaly délky 2x. Zvolili jsme

na (0,a), h"(z) =

_interval (0, 27). Pongvads f'(z) =2cosz — 28in 25 = 2cosz(1 — 2sinz), je derivace Jje nulov4

Pro tyto body z intervalu (0, 27): & = imr=1irz= am oz = 7. Hodnoty funkee v t&chto

bodech jsou f(ir) = f(gm) = §, f(in) =1, f(37) = =3, funkee rosta na (0, g), na (1r, )

ana (3, 2r), kles4 na (37,17) ana (37, 37). Pro zad4tek a konec grafu na (0, 27) vyuZijeme
hodnoty f'(0) = f'(27) = 2. Pongvads f(z) = —2(sinz + 2¢082z) = 2(4sin® 7 — sing — 2), body
inflexe spliiujf sinz = (1 +/33), odtud se ziskaji tyto body inflexe 2 intervaly (0,27): 2y = 1,

Ty =21, 23 = 3.8, z, = 5.6. Kfivka y = 2sinz +cos2z, z € (=00, 00), je symetricks vzhledem k osdm
predstavovanym piffmkami z — iraz= 2r.

*33.9@) = ~f(-2), (@) = 1"(~2). 3.3.4. p(2) = (o), 7'(z) = —2m(z).

3.3.5. % = g Zjistime, Ze f1(0) = %. Proto nakreslime do obrézku tetnu v bods (0,1) a na te¢ns
odméfime p¥iristek Ay, ktery odpovids Priristku Az. Pongvadz musf platit

Ay Az _2

Yol X 3
mame vztah pro vypodet X/ Y.
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Schematické grafy funkci ze cvi¢eni 3.3.1. a 3.3.2.

A

z—+(z+3)*(z-3)

(=3,0)

Y

(1,2)

(—3,—1.2)

4132
S =T

sessssssssssssassssnaans /.

(2.3)

.

sassssnnans

(—2,3)

T T T T T

z—rtgﬁ}”

.
T T T PR PP e |

L,

snse

22—1
(==1)

(2.3)

Y

z—4(z—3)/T

(4,2)

Y

z—+z3e~?

(2,4e™2)

sessssssssssnansanananne

(0. 4)

sty

(In2,—1)

{(—In3,-2)

sssssssssssnnansnrany

(0.,0)

Y
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sire = = z—z-Inz
3.e%) (4,4—1n4)
(2.e !"l :
-9\ i ,
i (1,1)
(-1.1)
y A
|
(1,0):
3 (5, iqE) :
z—5z% Inz (3
z-slns (1.0) z—+In{1—2?)

T — 2sinz + cos 2z




|

33

INTEGRAL FUNKCI JEDNE PROMENNE

4.1. Neurédity integral, &ast I
4.1.1. PozNnAMKA. Ukolem je pro zadanou spojitou redlnou funkci f na otevieném intervalu (a,b), a < b,
nalézt funkei F' takovou, Ze derivace funkce F' v kaZdém bodé& z intervalu (a, b) je rovna f(z), tj.
F'(z) = f(z) pro viechna z € (a,b).
Funkce F' se nazyva primitivni funkce k funkei f. Také se pro funkci F' pouZivé termin neurity integral
funkece f, ponévadz se obvykle oznacuje
F(z) =f_f(z) dz.

Viraz na pravé strand éteme: Integrdl funkce f podle proménné z. Funkce f je uzavfena mezi symbo-
ly [ (integrél) a dz (diferencidl prom&nné z) a mluvi se o ni jako o integrované funkci. Nekdy se pro jeji
oznaceni pouziva termin integrand. Snadno uvéfime tomuto zdkladnimu pravidlu

[ (af() + Bo(z)) dz = o [ f(z)dz + B f g(@)dz, a,f € (~00,00),

ve kterém f a g jsou dvé libovolné spojité funkce na stejném otevieném intervalu.

4.1.2. POZNAMKA. S poslednim vztahem je v8ak spojena i jistd t&zkost, s niZ se oviem kazdy rychle
vyporada. Je-li F' jedna primitivni funkce k funkei f spojité na (a,b), je také funkce Fy, ktera se lisi od
funkce F o konstantu, primitivni funkef k funkei f na intervalu (a, b). Zminény vzorec se tedy musi chapat
jako navod k postupu pfi hledani primitivnich funkci. Vzorec pouzijeme, kdyZ jednu ze t¥i primitivnich
funkef v tomto vzorci vystupujicich chceme vyjadrit pomoci zbyvajicich dvou.

4.1.3. PozNAMKA. V jednoduchych pfipadech dostanene primitivni funkci ze vzorce pro derivovéni. Pro
n=0,12,3,..., mime

fm"da:— s +ec ro z € (—00,00), nebot 1eiCs T = gt
Th+l o ) ntlde.
tento vzorec pron =0 mé tvar [1dz = [dr =z +c. Dile,

1 d 1
f;da:—ln:c+c pro z € (0, c0), nebot alnz-;,
[ldm=ln(—z)+c pro z € (—00,0), nebot i111(—3:)= A

T 157 dz 2"

posledn{ dva vz.ta.hy se obvykle zapisuji jako jeden
f%dz:ln]z[+c pro z € (—0,0) a pro z € (0,00).
Tim je nalezena primitivni funkee k 2™ pro n = —1; pro ostatni zédporna celd ¢isla n, n < —1, plati

n 4z Iﬂ+1 0
/z -n+1+c pro z € (—o0,0) a pro z € (0,00).

Pokud a neni celé &slo, a tedy pfirozen& a # —1, je

a:“d:t:—zﬂ-k1 +c ro z € (0, 0), nebot 1 1€ St o
Ta+1 3 TR a+1ldz A
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Diéle
/e’dz:e’+c

/coszd;r =sinz+¢

fsinzdz:—msz+c

/ L dz = arcsinz + ¢
v1—2z2

ale je mozné také psat

/ 2 dz = — arccosz + ¢

V1—z2

1 zde jsou dv& moZnosti:

———1 dz = arctgz + ¢
1+22 &

1
fmdz—~MCng+c

4.1.4. PRIKLAD. Ovéite, Ze

/

ukazte, Ze

4.1.5. Spotitejte

) [E-5-T)e

1—cos?w

e |
sin z
na kaZdém otevieném intervalu, ktery neobsahuje bod z takovy, 7e z = kr pro néjaké k € Z. Dale

/

na kazdém otevieném intervalu, ktery neobsahuje bod z takovy,

cos?

Pro z € (—oo, 00), nebof
pro z € (—oo, 00), nebof
pro z € (—oo, 00), nebof

pro z € (—1,1), nebof

pro z € (—1,1), nebot

pro z € (—o0,00), nebof

pro z € (—o0,00), nebot

1
dz = —cotgz + ¢

! dz=tgz+ec

/:c} + 272 — gilnz

ze ¢ = 3(2k + 1) pro n&jaké k € Z.

7z dz, c) /(1+u+\/i)2du.

4.1.6. PRIKLAD. Nékdy je t¥eba nejprve upravit vyraz, ktery se m4 integrovat. Naptiklad

2w

na intervalech, na kterych je definovana funkce tg.

4.1.7. PozNAMKA. Konstantu ¢, kterou na kazd

nebudeme zpravidla dile uvadét. Ukazte,

4.1.8. Spotitejte

e*-2
) [T e,

4.1.9. PozNAMKA. V mnoha jednodusgich p

Ze odhad je sprévny. Napiiklad,

1
b ———dz,
) /ainzzcoszz

=/ 1 dw—/dw:tgw—w-i-c,
o8

ém intervalu mizeme k vybrané primitivnf funkei pridist,
Ze kaZdé dvé primitivni funkce na intervalu se Ji#f o konstantu.

2—z2e* — g
f——e—d:c.

T2

tipadech primitivn{ funkci prost& uhodneme (a pozd&ji uvi-
dime, Ze k vysledku se d4 dopracovat i formalnfm postupem — substituci) a derivovdnim se piesvédéime,

a) /oosZa:dz= %ain2:c+cna (=00,00), b) /e's’d:c=-—%e“3"’+cna (=00, 00),
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c) [sin(az —2)dz = ——% cos(3z — 2) na intervalu (—o0, 0),

d) / = :_ 3 dz =In|e + 3| na intervalu (oo, ~3) a na intervalu (-3, ).

4.1.10. PozZNAMKA. Primitivni funkci dok4Zeme uhodnout i ve sloZitéjgich piipadech, kdy integrand je
roven — snad aZ na numericky faktor — vjrazu, v némZ lze rozeznat souéin funkei tvaru f(g(z)) ¢'(z).
Jestlize najdeme funkci F(z), kterd spliiuje F'(z) = f(z), vidime, ze

[ f(9(z)) ¢'(z) dz = F(g(z)) +c, (+)

nebot vzorec pro derivaci slozené funkce dévd £ F(g(z)) = F'(g(z)) ¢'(z) = f(g(z)) ¢'(z). Pfirozens,
aby slozené funkce viibec byly definovany, je tfeba si pfi obecné formulaci predstavit, Ze existuje otevieny
interval I takovy, Ze

H(g) cIc D(F)=D(f).

4.1.11. PRIKLAD. Na intervalu (—1, c0) lze psat

jm"‘ Va3 + 1dz = %f(::"’ +1)% 32%dz = %(z‘“’-ﬁ-l)‘g +c,

ponévad? jsme vzali f(z) = z% a g(z) =2® + 1.
4.1.12. Spotitejte

z? b z z T
a) ‘ /a:e dz, ) /e cose® dz, c) /mz_i_ldz,

Refeni. 4.1.5.a) $2°+ 33y + 2 + 2° + ¢ na intervalech (0, 00) a (—c0,0), b) 21 + 423 — 828 +c
na (0,00), ¢) u+ $u? + Jud + fud + fu? +cna (0,00). 4.1.8. a) z — 2¢” na intervalu (—oo, o),

b) tgz — cotg z na intervalech, které jsou posunutim intervalu (0, i7) o k7 /2, k € Z,

c) —(2 +€* + In|z|) na (—00,0) a na (0,00). 4.1.12. a) 1e*” na (—c0,0), b) sin e* na (—o0, %),

c) 3 In(z? + 1) na (—o0, 00).

4.1.13. PRIKLAD. Substituce v neuréitém integralu. Formalni kabat vySe uvedeného postupu se
nazyva substituce a spotiva v ndhradé proménné integrandu proménnou jinou, ve které je integrand bud
jednodussi, nebo je typu, u kterého existuje jasny navod jak postupovat dile. Obvykle novou proménnou
zavedeme za vyraz, v némZ vidime derivaci vnitin{ funkce zbyvajici 4sti vyrazu, ktery méme integrovat.

f z? /8 — 23 dz
se 2% aZ na konstantu shoduje s = (8 — 2*). Proto zavedeme novou proménnou y vztahem y = 8 — z3.
Spotitdme diferencidly obou stran. Dostaneme vztah dy = —3x? dz, ktery pfi z4méné proménné z za

proménnou y vyuZijeme pro ndhradu diferencidlu dz za diferencidl dy. Postupn& potom dostédvédme (na
intervalu (—oo0, 2) pro proménnou z a na (0, co0) pro proménou y)

/zz\/‘ E.’.—:'.3da:=—§_/.3;'i‘d:y=—%yi +c= —%(8—.:-:3)‘*L +ec,

nebot souddsti vypodtu je také navrat k plivodni promé&nné z.

Napriklad si v8imneme, Ze v integralu

4.1.14. Spocitejte

a) /3w1_2d:z, b) / in® zcoszdz c) /—-év,:?”dm,
d) f (u+3) du, = f (6(t—4)*+4(3-2t)%) dt, £) / i
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- "\ 4.1.15. POzNAMKA. Jestlize funkce f je nenulové na intervaly (a,5) 2 m4 v kazdém bodé tohoto intervalu
derivaci, presvéd&ime se snadno derivovénim, Ze na tomto intervalu plati vztah

@,
T = =half@)] +e.

Pokud zavedeme novou proménnou y vztahem y = f(z), tj. pro diferencidly dostaneme dy = f'(z)dz,
miZeme snadno vysledek odvodit pomoci substituce - ne pouze ovéfit derivovanim.

4.1.16. PRIKLAD. Proto mime

z3 1 473 I g
Fﬁ""z mdz—zlu(z +2)+c¢ pro Z € (—00,00).

4.1.17. Podobné spoéitejte

1 sin 2z F

2} /4z+3dm’ 5) 2+sniz % ©) ,/4z2+5dx’
r+1 ' T+ e*

d) fﬂm‘“ ©) /‘g-“d‘”’ D [ermds

4.1.18. PRIKLAD. Integral

f sin” z cos? z dz
vV némsz p a q jsou celd &sla takové, Ze p + q je liché &islo, zkousime jednou ze substituci

u=sinz, v =cosz
prevést na integral, ktery goniometrické funkce neobsahuje.

V nésledujicim vypoétu se integrand nejprve mirng upravi a potom se pouZije substituce v = cosz
(dv = —sinz dz). Postupné dostavdme

fsinszd:c=f(l—cos’x)sinzda::-—/(l —v?)dv=10 —ypc= 3cos®z — cosz +c.

4.1.19. Podobné si pofinejte v téchto tilohéch:
a) /cosamdz, b) ./.cosﬁzdz, c) fsinzzcos3zd:1:.

Releni. 4.1.14. a) §1n[3z — 2| na (~co, 3)ana(3,00),b) 15in" 2 na (—o0, 00), ¢) 3V222 13

na (—00,00), d) 1(u + 3) na (—00,00) , €) (t—4)° — 3(2t - 3)* na (—o0, ), f) §sin’z na (—oo, 00).
4.1.17. a) {In|dz + 3| na (—oo, —$) ana (-3,00) , b) In(2 + sin® 2) na (~c0, 00), ¢) % In(422 + 5)

na (—o00,00), d) In VzZ+ 2z + 3 na (=00,00), e) —In|cosz| na intervalech, na kterych je hodnota
cosz nenulové, f) 1 In(2e* + 22) = In /3% + 22 na (—00,00). 4.1.19. a) sinz — 35in’z na (—co,00) ,
b) sinz — Zsin®z + Lsin®z na (=00,00), €) 3sin®z — Lsin®z na (=0, x0).

4.1.20. PRIKLAD. Integrace per partes v neuréitém integralu. Pro dvé funkce f a g, které na
intervalu (a,b) maji derivace, podle pravidla pro derivovani soudinu funkef platf fg' = (fg)' - # qg.
Tento vyraz, vyjédieny v terminech primitivnich funkef (& neurcitych integrali), d4va

[ 1@ 9@ dz = 1(e) ) - [ 1@ @ ds. (+)

Tohoto vztahu lze pouzit k postupu (oznaZovaného jako integrace per partes), kterym se integrand
zpravidla zjednodusuje.




intervaly

"(z) dz,
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Zvolime-li f(z) = z, ¢'(z) = €, je f'(z) = 1, 9(z) = €® (konstanta ¢ ve funkci g je vynechéna) a miiZeme
{ve shodé se vztahem 4.1.20.(*)) postupné psat

fze"dz:xe’—/1-e“’dx=ze’—e‘+c=(z—l)e’+c

na intervalu (—oo0, 00).

4.1.21. Jak se zméni vypodet, kdyz v predchézejicim postupu konstantu ¢ u funkce g nevynechdme a
vezmeme g(z) = e® +c¢? )

4.1.22. Postup vyjédieny vzorcem 4.1.20.(%) lze uplatnit v pfipadech, kdy integrand je souginem dvou
funkei, z nichZ jedna se derivovénim zjednodusuje a ke druhé (relativné snadno) najdeme primitivn{
funkei. Cekéme, Ze integral, k némuz dojdeme, bude jednodus#, nez integral, kterym jsme za#Zali. Tento
postup uplatnéte u t&chto tloh:

a) /zsinzdz, b) /(z+- 1) cos2z dz, c) /.(2.1:—5)8‘2zdz.

4.1.23. PRIKLAD. N&kdy je tieba uplatnit integraci per partes vicekrat. Napiiklad

/zzcmzdz=mzsinx—2/zsinzdz=zasinz+2(zcos:r.—/coszdz)

=a’sinz + 2z cosz — 2sinz + ¢ = (z* —2)sinz + 2z cosz +¢

na intervalu (—o0, c0).

4.1.24. Tyto tlohy se daji fedit vicendsobnym pouZitim integrace per partes:
a) f::?ezaz, b) /(3—1)2sinzdz, c) /zzlnzzdz'

4.1.25. PRIKLAD. N&kdy je postup zalozen na umélém obratu. Zde za jednu z funkci vezmeme konstatni
funkei rovnou jedné; mame

fln::d:r:E/l-lna:dz:zlnz—-/dz=:c(lnz—l)+c

na intervalu (0, c0).

4.1.26. Podobné postupujete v t&chto tlohich:
a) /a,rct.gzd:n, b) /arcsina:da:, c) /an:cd:c,

d) /ln(1+z2)d:v, e) /a.rccos:r:dz, f) farcsm%dz.

ReSeni. 4.1.21. Postup se komplikuje, konstanta ¢ ale vypadne a vysledek je tyz.

4.1.22. a) —z cosz +sinz na (~c0,00) , b) 1(z —1)sin2z + § 082z na (—o0,00), ¢) (2 — z)e~2=
na (—00,00). 4.1.24. a) (2? — 2z + 2)e® na (-0, 00) ,

b) (1+ 2z — z%)cosz + 2(z — 1)sinz na (=00, 0), ¢) 722 (9In*z — 6lnz + 2) na (0, 00).

4.1.26. a) zarctgz — 3 In(z? + 1) na (—o0,00) , b) V1 —22 + z arcsinz na (-1,1),

c) z(In®z — 2Inz + 2) na (0,00), d) zIn(1 + 2%) — 2z + 2arctgz na (—o0,00) ,

e) zarccosz — V1 — 22 na (-1,1), f) zarcsin? z + 2y/1 — 22 arcsin z — 2z na (=1,1).
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4.1.27. PRIKLAD. Je&t& jednou substituce v neuréitém integralu. Vztah 4.1.10.() je totoZny se

vztahem
f flo(z)) g'(z) dz = j fw)dy (»)

ktery chipeme tak, Ze se vpravo do primitivni funkce J f(y) dy (kter4 je funkei proménné y) dosadf za
proménnou y funkee g(z). Zatim jsme pfi integrovani pouzivali vztah (*) ve sméru zleva doprava. UkaZe-
me, Ze pro nékteré typy integralil je vyhodné pouzit vztah (*) ve sméru zprava doleva. Pfirozen& musime
potom do funkce, kterd vyjadfuje integrél vlevo a ktera je funkci proménné z, na misto proménné z
dosadit vyjadfeni proménné = pomoci proménné y. Ponévadz y = g(z), je pro prostou funkci g mozno
psit z = g~ '(y). Zkratka, vypoditdme — pokud to je mozné — proménnou z pomoci proménné y.

Za proménnou y v nésledujicim integrélu dosadime 22, tj. y = z°. Pro diferencidly to znamena dy =
2z dz; omezime-li se na kladn4 z, postupné dostévame

-/e‘/ﬁdy= /em2zdz=2/e‘:cdz =2(ze‘—/e‘dz) =
=2(ze®* — ") +c=2(z —1)e* +c= 2(Vy—1)eV? +¢

na intervalu (0, cc). Na integral, ktery jsme dostali po substituci, jsme uplatnili integraci per partes.
4.1.28. Podobné feste:

a) fhdz, b) /I—ai—gd:z:, o /ﬁdz,
d) fmdx, e) /cos\/a_:da:, f) /arctg\/i:dz,

1 1 : ey
'g) /md:ﬂ, ) h) /mdx, 1) fﬂm z—1dz.

4.1.29. Zvolte vhodny postup a vypotitejte:

z+1 cotg? z+3

a) pe d:b', b) singa: dI, c) /md&‘,
3z +2 6+ 5z

d) [cot.gzmdz, e) / da, f) f £ da,

z? .
g) /In(m—3)dz, h) fo'G—_de, l) /(2—5)72113,
: z 472 T

d = et e

i) /2z+3 <] k) A ) /(m+2)3dz'

Re¥eni. 4.1.28. a) arcsin 3z na (=2,2) , b) 3 arctg Lz na (—o0,00), c) arcsin 222 na (0,4) ,
d) %mmgisﬂ na (_m! 00), E) 2(\/58“1\/5'!‘005 \/E) na (0: CO), f) (1 + :E) arct.g\/E—— \/&-—: na (U: 00)1
g) 3 arctg 52 na (—o0, c0), h) arcsin 232 na (-1,7), i) 2(sinvz —1—/z—1cosyz—1) na (1, 00).

4.1.29.a) - (m:; 2) =—(z+2)e® na (—oo,bo) s b) —¢ cotg® 2 na (0,7) a na intervalech, které se

dostanou posunutim o kr, k € Z, c) 11n(22% + 1) + 2v/2arctg(v/2z) na (—00,00), d) —(z + cotg z)
na (0,m) a na intervalech, které se dostanou posunutim o &, k € Z, e) 2(z + 2)y/z na (0, ),

f) 5ln|z| —  na (—00,0) a na (0,), g) (z — 3)In(z — 3) — z na (3,00), h) ! arctg(2z%)

na (—00,00), i) 7 (z — 5)%(8z + 5) na (—oo, ), j) 32 — 2In |2z + 3| na (—oo, -3 ana(-$,),

k) 2z — \/I_Oa.rctg(\/g:c) na (—o0, 00), 1) —?:_‘:(m_'_—-;)li)- na (—o0,—2) a na (-2, ).
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4.2, Neuréity integral, &4st IT

4.2.1. PRiKLAD. Casto se podafi prevést integraci na integrovéani funkce, ktera je podilem dvou poly-
nomil. Pokud stupefi polynomu v éitateli neni mensi nez stupeii polynomu ve jmenovateli, musi se zacit
délenim polynomii. To se nékdy da obejit obratnym prestavénim vhodnych vyrazii v &itateli, napfiklad

z? (2 +1)-1 1
[Fme= [ = [ i)t = artge e

na intervalu (—o0, 00).
4.2.2. PRIKLAD. Ponévadz délenim polynomit se rychle zjist, Ze
32® — 142 - 7= (32> — 6z - 2)(z +2) - 3,

miizeme na na intervalech (—oo, —2) a (—2, c0) postupovat takto:

—w+2-—dz-—-/l(33 — b6z 2—3—_‘_2)(118—1:3—32 -2$—3IR|$+2'+C

4.2.3. PozNAMKA. Z mnoha pfipadi, které potom mohou nastat, kdyz mame nalézt primitivni funkei
k podilu dvou polynomi, u nichZ je stupefi polynomu v ¢itateli mensi nez stupei polynomu ve jmenovateli,
vybereme pouze nejjednodussi — viechny kofeny polynomu ve jmenovateli jsou redlné a navzajem riizné.
V tomto pfipadé se d& dokazat, Ze pro vhodné zvolend é&isla A;, ..., A, plati

P(z) _ N~ _ 4
Q(z) —jglz—aj

pro vSechna ¢&isla = riiznd od kofeni jmenovatele. Pfitom n je stupeii polynomu @ ve jmenovateli (stupei |
polynomu P je tedy mensi neZ n) a €isla a; jsou kofeny jmenovatele.
Jako pfiklad toho, jak je mozné &isla A; nalézt, vezmeme relaci
122 —6 Ay Ay Az
, Te—1)z+2) z+2' 2 z-1'
Vynésobime ji polynomem z(z — 1)(z + 2) a dostaneme vztah mezi polynomy

122 — 6 = Ajz(z — 1) + Ao(z — 1)(z + 2) + A3z(z + 2). (%)

UkédZeme dvé cesty k ziskani hodnot koeficientit A;, A,, Aj:
a) Roznasobime vyrazy na pravé strané a porovname koeficienty u mocnin z2, z' = z a 2% = 1. Dosta-. :
neme tyto tfi vztahy pro A;, A, a Ajg:

|

z2: Ay + Ay + Az

=0,
z!l: —A; + A; +243 = 12,
z0: — 24, = —6.

Reseni této soustavy linedrnich rovnic je 4; = —5, 43 = 3, A3 = 2. Proto

12z -6 -5 3 2 -
fm z—f(z—_l_z+;+3_1)d.-":--—-51n]a:+2|+3ln|2:]+21n!z—1|+c

na kaZdém z intervali (—oo, —2), (—2,0), (0,1) a (1, 00).

b) Jednodusii je patrné tento postup. Do vztahu (%) postupné dosadime kofeny polynomu Q.
Dosadime-li kofen aj, dostaneme vztah, v némZ se objevuje pouze jedno z hledanych &sel, Aj;.
Ostatni jsou nésobena nulou, a proto se v rovnici pro urfeni A; neobjevi. Okamzité dostaneme

z =-2: 64, = —30, proto Al = -3,
=" 0k —24; = —6,proto A, = 3,
= 1: 343 = 6,proto Az = 2;

stejny vysledek jako vys3e.
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4.2.4. Najdéte primitiyng funkce
a) f(—:;’z—)s(—‘:%dz b) g—%‘dz, o /;,——i-sgdz,
d) /-t—f—ldt, e) /:—n-(i:—g:—lijdr n /r-_(_‘:;-———-—(%du, ab> 0.
g) f;(—lf—‘/a—dz, h) /a—:l;;dz,no, i) :::;dz,
3 / ﬁ+cosfl(31£—oosz) e k) / ﬂg;:)(?:zj s

Refeni. 4.2.4. a)z +In|Z3| na kasdém 2e 15 intervald (—20,-3), (-3,-2), (=2, c0),
b) 22% + 47 4 5In|%2| na (—00,-2), (-2,2), (2,0), ¢) ilm)i=2| na (—2,0), (0,3),
(3,), d) L5 + +isy e+t +1nft - 1) na (—oc, 1), (Lool e)ln|==L| pa Etyfech
intervalech ('—00, _I)s (—ls 0): ('D: 1)! (13 m): f) l.'ﬂ.(fl "Crhf'#)ﬂ (-_mi _b)) (_b: a)!
g) lnm na (0, 00), h) -:—(z—ln(a+e’))

) 3 1n 322535 na (=00,00), k) In Gtsinz)®

(a,0),
13 (—00,00), i) {{=+Infe* + 2)) na (=00, 00),

na (—oo0, 0o).

=sng, dy =cospdp, y € (-1,1)):
1 _ [ cosg us cos o - v
m"”—f“‘—"msapd‘*’—/:_ : p"“"/““l-v:‘*”'

Jednou z metod nahote uvedenych zjistime, e &isla A By

rozklady
1 _ 4 ..»
-2 " y+17 g1

spliiujiAz%,B:—%—;proto

3 N 5oy L s y+1,
/I-yzdy_2_/.y+1 E/y-—-l h2ln,y-—l e

Zaménfme y za plivodni proxr-lénnou ¥ a méme

R, _
/cosrp So-2hl—aingp+c Pro g€ (—imin),
4.2.6. Vyusijte vztahg

singp = —-cos(gp-i-;—r) y 1=cosa =2aiu’%lE y 1+cosa =2c082§

a ukaste, Ze plat

1
/Eo-s—adga=lntg(%qo+§vr)+c pro v € (- imlix). (%)
4.2.7. Ke stejnému vysledku se d4 dostat ; Jinymi cestami. Uk4zeme dvé z nich a pfitom procviéime
dalsi integraéni Postupy. Zavedeme novou proménnou y = ¢ + %w. Potom je y € (0,7) a méme ’
1

—dp =

sttt 1,
cosp ¥ cos(y — 1) a siny V=3 sin ¥ cos ¥ =3 tgfcos? ¥ Y

zemépisné Sifce, stalf se omezit
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Jestlize zavedeme jesté dalii proménnou z vztahem z = tg%, je z € (0, 0), a proto lze ps4t

1 1 1
E/Wdy_f;dz—hz+c.

Névratem k ptivodni proménné dostaneme vztah 4.2.6.(%).

J
1 1 1 1
./.cosgad"p_2_/cos2udu_2/cm2u—sin2udu_'2/(1—tgzu) coeg O

Jestlize pouzijeme Jedté dalsi proménné w dané vztahem w = tgu (potom je w € (—1,1)), pfevedeme
posledni integrdl na

1 " 1 1 w1 14w . 1+tgu
2/1—-w2dw‘_f(w+1 w—l)dw_ln,w——ll-'-chml—-w+c_h11-—tgu+c'

Ponévadz 1 = tg 1, posledni vyraz se upravi na tvar 4.2.6.(%) uZitim vzorce

tga+tg s
tgla+ 8) = E%Eatg—g—ﬁ-

4.2.9. POZNAMKA. Vztahii cos? z = 3(1+cos2z), sin®z = 31 —cos 2z) se doporuduje pousit pro tipravu
nékterych vyrazi obsahujicich druhé mocniny funkei cos a sin. Pouzitim prvniho vztahu dostaneme

/cos"’a:d:c = %/(1+coa'2m)d:z:= 3(z+3sin2z) +c= %(z-i-Sina:cosz) +ec.

Lze v3ak postupovat i Jinak — méné obratng. Per partes davi

f(z) = cosz

/coszzdz =/coszcos:cda:= :
(z) = cosz

) =coszsinz+/sinazdz

=ooszsinz+/(1-—cos%)dz=cos:csinx+z—/cos”a:dz.
Odtud pro hledanou primitivni funkei ziskdme vztah

Qfmszzdz =z 4coszsing.

4.2.10. PozNAMKA. UZijeme-li integrace per partes, mame

fe’cosa:d:z:= (f(z) = ) =e“sin:c'-—/e‘sinzd'z.

9'(2) = cosz

Na integrél [e®sinzdz uplatnime opét integraci per partes, dostaneme

/e’sinzdm: (5;((?)?__:113) = —e“cosz+fe’cosxda:.

_—
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Dosadime tento vysledek do prvniho vztahu, tim dostaneme
fe’mszdz:e‘ainz+e"cosz—[e‘coazdz.
To je rovnice pro hledanou primitivnf funkci; dostaneme z ni tento vysledek:

/e"mszdz:% “(sinz +cosz) +¢ pro  z € (=o00,00).

Podobné odvodte, 7e

7
fe‘sinzd:::%e"’(ainz-—cosz)-i-c na (—o0,00).

4.2.11. POZNAMKA. Pfi hledani primitivni funkce lze ziskat dva vysledky, o kterych nenf na prvoi pohled
patrné, Ze se lisi o konstantu. Napfiklad (substituce 2z = u)

/sin2zdz =—jc0s2z +c, (-

g
I

ale také (substituce sinz = w)
/sin2xdz = 2/sinmcos:.':dz= sinz+¢ na  (—oo,00).

Ponévadz cos2z = 1 — 2sin’z, lze i pfimym vypottem snadno ukézat, Ze se dvé uvedené primitivn{
funkce lisi o konstantu:

—3C0825+c¢ = —%(1—2sinzz)+c=3in33+(c_é.)‘

Podobné Ize pro libovolnou kladnou konstantu a a pro z € (0,00) psét tyto dva vysledky (vezmeme-li
substituci az = y pro vypoéet druhé primitivni funkce):

fld:n=lnz+c,

I

/ldz-ln(az)-;-c (Nebot/lds—/—“-dz—/ld = In(az) +¢.)
@ i T AR T =

Vysvétlete, pro¢ se tyto dvé primitivnf funkee na intervalu (0, co) liff opravdu pouze o konstantu.
4.2.12. POZNAMKA. Substituce nejsou urceny jednozna&ng. Naptiklad substituce 1 + e® = w dava

/e’v‘l-{-e’dz =/w§dw = iwi +e= %(1+e”]g' +¢ na (—o0,00).
Uzijeme-li viak substituce /1 + ez =y (tj- ¥* =1+ €%, 2ydy = ¢° dz), dostaneme toté%, nebot
/e'\/1+e=dz=2/yzdy= 3 +e=2(1+¢9)% +o.

Podobné
/ainzzcosa:dz =tsin’z+e.

To vidime hned, kdyZ jdeme cestou doporudované substituce sinz = 1. Ke stejnému vysledku vede i
ponékud nestandardni a neSikovn substituce sin? z = z. Mame totiz (dz = 2sinz cosz dz)

fsin’:moszdz: %fﬁdz: -31-z§+c=§sin3:n+c.
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4.2.13. Nésledujici lohy nejsou sefazeny podle obti#nosti. Slouzi k tomu, abyste si ové&rili, Ze uz dokaZete
vybrat vhodnou metodu z t&ch, které byly probrany. Jakmile je sprdvné metoda vybrana, nalezenf
primitivn{ funkee uz Zadnou t&Zkost neptedstavuje. Najd&te:

z 1 — 7
a) fz+1dz, b) e—z—ﬁdz, l.'.'.) /t(t‘l‘l) dt,
d) /coszzsina:dz, e) /sinﬁzcoszdz, f) /\/w— 3dw,
g) /sinﬁmd:r,, h) /cos%:sin%:dz, i) fws‘azsinzdz,
3 Inz Jz+5 1
) g k) (a:+3)(z+2)(m—1)d“”1) /1+2¢Ed3’

o
m) jmdm, n) fcotgzd::, 0) ft.g?s:dm,

z8 cos 2z sin 2z
P) /z3+2dz’ 9 coszzdz’ r) 3+cos‘3xdm'

1—x z+1
5) f\/1+\/5dz, £) /Hﬁdm, u) S,
1 z? +4 z-1
v) /x(1+ln2z)dz’ ") /z—?dz' %) /:ﬁ—z—ﬁdz'
4.2.14. Také zde najdéte vhodny postup, jeho pouzitim spodcitate
a) /:carctgzdz, b) /(b~ax)e"’dz, c) ft.gzzsinxd:.:.
2,3 / z
d) f:zlua:dz, e) f:t: zdz, f) T dz,
g) /:cze‘*da:, h) /(.a*:3 —1)sinzdz, i) ]m\/$+2dz,
! T z—1 1
dz, k - — _dz.

) / cos? z ) ./ sinzzdz D / V3+2z— 22 %

ReSeni. 4.2.13.a) z —In|z + 1] na intervalu (=00,-1) a na intervalu (-1, %), b) —1e372% g
(=00, 00), €) 75(t + 1)8(8t — 1) na (—o0, ), d) ~3cos® z na (—o0, ), €) #sin® z na (—oo0, 00),

f) 2(w—3)% na (3, ), g) —3cos®z + % cos® z — cosz na (—oo, 00), h) 38in®z — Lsin® z na (~o00, 00),
i) cos™' z na (—}m, 37) a na intervalech, které se z nsho dostanou posunutim o km, k € Z, j) 1 1n*z
na (0, c0), k) gluﬂﬁ;;%#ﬂ na (=00,-3), (=3,-2), (=2,1) ana (1,00), 1) v/z — L In(1 + 2\/%) na
(0,00), m) ;In(z* +2) na (—oo, ), n) In sinz| na (0, 7) a na kazdém intervalu, ktery se z ného
dostane posunutim o kr, k € Z, 0) —4 In | cos 22| na (—in, 17) a na kazdém intervalu, ktery se z ného
dostane posunutim o }k, k € Z, p) 2 arctg(—=z*) na (oo, ), q) 2z — tgz na (—3m, 37) a

na kazdém intervalu, ktery se z ného dostane posunutim o ki, k € Z s T) —In(3 + cos? z)

na (—00,00), 8) f(1+ VZ) (37— 2) na (0,00), t) —z + 4y/Z — 4In(1 + vz) na (0, ),

u) 2(z +7)vz =2 na (2,0), v) arctglnz na (0, c0), W) 32% + 22+ 8ln|z — 2| na (—o0,2) a

na (2,00), x) § In(|lz—3[*jz+2[*) na (—o0,—2),(—2,3)a na (3, 00).

4.2.14. a) 5((2* + 1) arctgz — z) na (—o0, ), b) 3(a(z +1) — b) e=* na (oo, ), c) cosz+ 1/ cosx
na (—3m, ) a na intervalech, které z tohoto intervalu dostaneme posunutim o km, k € Z,

d) 32°(2Inz — 1) na (0,0), €) #2*(9In’z — 9In’z + 6Inz — 2) na (0, c0), f) Lin(1 + %)

na (—c0,00), g) —(2? + 2z +2)e~* na (—00,00), h) (~z° + 6z + 1) cosz + 3(z* — 2) sinz na (—o0, ),
i) 5 (3z —4)(z +2)# na (-2,0), j) tgz+1In| cosz| na intervalu (—1, 1) a na intervalech, které se
z ného dostanou posunutim o kr, k € Z, k) (1 — z) cotg z + In |sin z| na intervalu (0,7) a na
intervalech, které se z n¢ho dostanou posunutim o km, k € Z, 1) arcsin 252 na (-1, 3).




44 NEURGITY INTEGRAL, GAsT II

4.2.15. PiSeme-li misto jednitky cos?z + sin? 7, snadno odvodime, ze

1 1 1
m-—l-i—tgzz . sinzz—]'l‘zg.!z:l-l'mtgzz

na intervalech, jejich# rozsah si snadno uvédomime. VyuZijte uvedené vztahy pfi uréeni téchto primitiv-
nich funkei:

5} fco:%dz, b) /si;zdz, o) /tgﬁzdz.

4.2.16. POzZNAMKA. Nekdy je tieba jextd ziskany vysledek upravit. Jestlize o Je pevna kladn4 konstanta,
milZeme na intervalu z € (—2, c0) psét (substituce az + b = ¥, ¥ € (0,), adz = dy):

£ ar= L (V0 SIS/,
|75 =g [e-wha
152
=z (3 -mt) +c

(v tomto misté se lze vratit k proménné z a vypodet ukongit;
je vSak lépe vytknout odmocninu a primitivni funkei upravit)

2
= 55(;;—35)3;*+c

= ﬁf(am—2b)dam+b+c.

4.2.17. Vysledek se upravi vytknutim faktoru s vhodnym racionalnim exponentem. Najdéte:

- z T
—2zd —dz, —dz.
a) /le 2zdz, b) fJE-i-_ldI c) /\/3*—25 z
4.2.18. A zdvérem je$t& nekolik tiloh, u nichz je t¥eba volit vhodnou metodu:
z? +1 z? -1
: ———
a) /5 d.‘l:, b) I—z-_—l-d::, C) $2+1d.'t,
d) /——z-—dz, e) = dz, ' f) f:csin2.1:dz,
V3z? +4 z—1
1 2(1-z) . f 1
g) /4e=+e‘=dz’ b) % (z+2)* 5 ) 4c032z+sinzzdz'

4.2.19. POzNAMKA. V posledni filoze jsme nalezli primitivnf funkci pouze na intervalech, ve kterych
nelezi zadny bod z = %k‘n, k € Z, piestoZe integrand je funkce spojitd na (—oo, o), kde proto také musi
existovat primitivni funkce. To ukazuje, Ze véci mohou byt sloZit&jsi, neZ se na prvni pohled jevi. Na to,
abychom ukazali jak postupovat, viak bohuzel misto nemame.

Refeni. 4.2.15. a) 3t8°z + tgz na intervalech, v nichz je funkce tg definovéna,

b) —§(cotg® z + cotg ) na intervalech, v nichz de funkce cotg definovéna, c) (substituce y = tg z)

3 (tg?z — In(1 + tg?z)) = 3 tg?z + In|cosz| na intervalech, kde je cosz # 0.

4.2.17. a) —:(3z +1)(1 - 22)# na (~oo, 3);b) {(z-1)(2z +1)% na (—=3:00), ¢) —L(z +3)\/3—2z
na (—co, §). 4.2.18. a) :1.5% na (=00,), b) z +In |23 na (=00, ~1) U (~1,1) U (1, 00),

¢) z — 2arctgz na (—o0, 00), d) 1322 + 4)% na (—00,0), €) i +32? vz +njz -1

na (—00,1) U (1,00), f) —izcos2z + 151022 na (~co, 00), g) 3 arctg(2e%) na (oo, 00), h) o

na (—00,-2) U (-2, 00), i) 3 arctg(L tg z) na intervalu (=3, 37) a na intervalech, které se z ného
dostanou posunutim o k=, k € Z.
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4.3. Uréity integral

4.3.1. PozNAMKA. Je dana spojitd funkce f na intervalu (a,b), —0 < a < b < oco. Oznalime P
libovolnou skupinu sloZenou z lichého poétu bodi, které se déli do dvou podskupin tak, Ze prvni skupina
obsahuje m+ 1 bodi zo, %1, Z2, . .. ,Zm a druhd obsahuje m bodi &, &,,.. ., &n; piitom poZadujeme, aby
platilo

=27 <21 <2< ...<Tp—1 < Tm =0,

Tp—1 S S Tp K =1,...,m.

Zskladni déleni intervalu (e, b) nemusi byt pravidelné, délky zj —z,_, intervalti (zx—;,zx) se nemusi pro
riiznd k shodovat. Nejvétsi z ¢isel zx—zx—1,k = 1,...,m, charakterizuje jemnost rozdéleni intervalu (a, b)
na podintervaly, oznagime ho d(P). Ke kazdé popsané skuping bodit P pfifadime &slo s(f, P), které je
definovéno takto:

8(f,P) =D F(&k) @k — z4—1).

k=1
Uréitym integralem (spojité) funkce f na intervalu (a,b) nazveme &islo s, pro které plati

Ye>036>0 : dP)<d = |s(f,P)—s| <e.

Takové éislo existuje; nazyvame ho (uréitym) integré.let& funkce f od a do b a znacime je

/:f(n:)da:.

Shrnuto: pro kazdou posloupnost vySe popsanych skupin bodi P, plati:

b
jestlize lim_ d(f,Pn) =0, potom s(f,P,) —?/ fz)dz .

4.3.2. Dokazte, Ze pro konstantni funkci f, ktera je pro v3echna z € (a,b) rovna konstanté ¢, plati

/bf(m)dm=c(b—a).

4.3.3. PRIKLAD. Uvedeme tfi volby skupiny P. Viechny budou mit stejné pravidelné d&leni interva-
lu (a,b) body zy; lisit se budou pouze ve volbé &;. Pro pfirozené &islo n oznadime h = (b —a)/n a
zx =a+kh, k=0,1,...,n. Pro body &, k=1,...,n, bereme jednu z mo¥%nosti:

a) & = T3,
16) Ek = Tk,
7 &= 5@k + k).

Zvolime moznost ) a uZijeme vzorce pro soucet aritmetické posloupnosti k tomu, abychom dokézali,
ze j:'zda: = b%/2. Pro libovolné pfirozené &islo n vezmeme h = % jako délku kroku, kterym pokro&ime
od jednoho bodu zx_; k nésledujicimu bodu zj. To znameni, Ze z = hk, & = . Tento vybér bodi g,
& oznatime P,. Dostaneme pro néj

n n
i - _an(n+1)  (hn)’n+1 P n+1
s(z,'P,.)—-Eﬂzkh—th:!k—h e ST

Limitnim pfechodem pro n — co dostédvame vysledek fnba: dz = }b%. Zopakujte pro pfipady a) a 7).
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4.3.4. Pondvadi s(f + g,P) = s(f,P) + s(g,P), dostaneme [imitnim pfechodem tento vztah mezi
integraly:

b
f (f()+ 4@ ds= f f(z)dz + f glz)dz.
Z jakého vztahu se limitnim pfechodem dostane

[:af[a:)dz=a[f(z)dz -

pro kazdé &islo a? Dva vySe zminéné vztahy vedou k tomuto zévéru:
zobrazeni f — f: f(z) dz je linedrnim zobrazenim prostoru C({a,b)) do R,
kde symbolem C((a, b)) je oznaten vektorovy prostor funkei spojitych na intervalu (a, b).

4.3.5. Limitnfm prechodem také vysvétlime nasledujici vztah, ktery plati pro kazdou funkci spojitou
na (a,c), a < c. Je-li b libovolné &islo lezici mezi a a ¢, je

/:f(z)dz=f:.f(z)d=+/:f(w)dw—

4.3.6. Je zatim definovén f:f(x)d:n pro a < b. Pro b = a je samoziejmé f: f(z)dz = 0. Zbyva se

vyporéadat s pfipadem [ : f(z)dz, v ndmz j¢ a > b. Ten se vyfesi tak, Ze (zatim nezndmému) vyrazu na
levé strané pfifadime hodnotu, kterou mé vyraz stojici na pravé strané vztahu

/:f(:;)d::::—-/;af(z)dm pokud a>b.

Ponévad? v integrdlu na pravé strané je horni mez v&tSi neZ dolni, vime, co vyraz na pravé strané
znamena. Zjednoduste tyto soudty integrald

a) [3f@)ds+f) f@)de+ [ f(@)dz, b)) [y f@)de+ [} f(@)de+ [; f(z)dz,
o) [y f@)dz+ [} f(z)dz + [; f(z)de, ) [ f@dz+ [°, f(z)dz + [§ f(z)dz.
4.3.7. Z definice ur¢itého integralu vyplyva, ze

jakmile f(z) < g(z) pro Vz € (a,b), potom fb f(z)dz < fﬁ g(z)dz.

Speciélng, je-li f spojité a nezdporné na intervalu (a, b), potom [ : f(z)dz > 0. Dokonce, je-li v jednom
bodé& intervalu (a,b) hodnota nezaporné spojité funkce f kladna, je f: f(z)dz > 0. Jak uspofddame

podle velikosti integraly
i i 37 9y
f' zdz , f sinzdz , / —dz ?
0 0 0N IRT

4.3.8. Uzijte predchazejici tlohu a dokazte, ze

b b
[ 1@< [ is@)da.
a a
Najdéte priklady funkei, pro které neplati rovnost.

Refeni. 4.3.2. PondvadZ Y -, (zx — 2k—1) = b — @, je pro kazdou skupinu bodé P mozné
napsat s(P) = Y jr, f(&k)(zk — Tk—1) = ¢ pey (T — Tk—1) = c(b— a). 4.3.6. a) j;,s f(z)dz,
b) Js f(z)dz =0, ¢) [} f(z)dz,d) [} f(z)dz+2 [} f(z)dz. 4.8.7. Je to Klesajici posloupnost
kladnych &isel.
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4.3.9. PafkLaD. Substituce v urditém integridlu. Pfi substituci v uréitém integrdlu miiZeme postu-
povat takto: v zavorce nékde uprostied vypoctu si pfipravime pfechod od proménné z k nové proménné u;
pfitom také odpovidajicim zplisobem zménime meze, napfiklad

ir " cosdgfﬁ 0 1 1
cos® gainzdz = | ~ S TERT Y =—/ uzdu=f uzdu=%[ua] =2,
: 1 0 0
‘U
4.3.10. DokaZte pouzitim substituce, Ze pro kazdé k =1,2,... plati
w . irx .
f sin :cdz=j cos* zdz.
0 0

4.3.11. PRIKLAD. Per partes v urditém integrdlu. Také pfi uZit{ metody per partes v uréitém
integralu miizeme hned pfechédzet k ¢iselnym hodnotam; napriklad

fulze‘zdz = —[:L'e_”]; +./0

4.3.12. DokaZte, ze pro funkci f spojitou na intervalu {(—a,0), a > 0, je

: 1 2 =2
e_“dx=—e'1—[e‘“] =1——=e |
0 e e

0 . ra
" f@)ae= fn f(=z)dz.

4.3.13. Dokazte, Ze pro funkci f spojitou a }icém na intervalu (—a,a), a > 0, je

i f(z)dz=0.

4.3.14. DokaZte, Ze pro funkci f spojitou a sudou na intervalu (—a,a), a > 0, je

_° f(z)dz=2[ f(z)dz.

4.3.15. Spocitejte

1 ™ ™
a) [ (z — z%)dz, b) f sinzdz, c) / sinzdz,
0 0 -7
T 1 I
d) j sin® zdz, e) / e “dz, f) / tgzdz,
0 0 0
in ™ o
g) / sin® z cosz dz, h) / sin® zdz, i) cos® zdz,
0 0 0
1 0 1
) f we® dzy - B / s di 1) / ze® dz,
0 -1 =
1 1 2
m) f ze'*dz, n) f z(e* + e %) dz, o) Inzdz.
0 — 1
9 2 1z L
B f_1 ey = -/u vy i fo @+

ReSeni. 4.3.10. Pouzijeme substituce y = 37 — z. 4.3.15. a) §, b) 2, ¢) 0, d) 37, e) (e — 1)/e,
f) 1In2,g) 1, h) 1,i) %,j) 1,k) (2—e)/e, 1) 2/e, m) e — 2, n) 0, nebot integrujeme lichou funkei
pres interval, ktery je symetricky umistén vzhledem k bodu 0, 0) 2In2 -1, p) -1, q) &, 1) &.
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4.3.16. Integral

Ll
/u 1+ 22 dz
spoéitejte uZitim primitivn{ funkce. Potom Predstirejte, Ze jste primitivai funkci zapomnéli, a uZijte
substituce z = tgw.

4.3.17. Nékdy je jednodussi poéitat uréity integral substituci, pfi které se meze meéni, nez nalézt pri-

R \ zERﬁintp 3e &
Pk “Rﬂ"“’gd”=(z=d37f§°3wd‘“)=ﬂzfo co?pdp=18° [ (1+con2p) dp=

z=R :(p=%-1r

Odsud vyplyva, 7e obsah kruhu je 4P = 7 R2.
Primitivni funkci dokdZeme ovSem také nalézt. UkéZeme to pro pfipad R = 1. Pouzijeme integraci per
partes a postupné dostdvame

=3
ETE T =
flzdmzlz’+/vﬁ___§d:

=gz 1—z”+/l:/-%—_§2dz

=0 1—ﬂ+fﬁ_i?u—fﬂm.

Prvni integril na pravé strang posledni rovnosti znidme: mame rovnici, ze které hledanou primitivnf funkei
vypotitdme. Vysledkem je, pro z € (-1,1),

/v1-w3dz=§(z\/1—-::’+arcsinz)+c. ()

a) Poutijte tento vysledek a jednoduchou substituci najdéte f VR —z2dz.

2
b) Pouzijte substituci = sinp k vypoétu integrélu/ z2\/1 - z2dz.
(1

4.3.18. V téchto tloh4ch miizeme sice umocnit dvojélen v integrandu a potom integrovat, lep§f vak je
zatit substituci, po které polynom v integrandu obsahuje mensi pocet €lent; spoéitejte

1 2 A
a) / 8z(z? + 1)%dz, b) / u(u—1)%du, c) f t(A—t)%at.
0 1 0
4.3.19. Spoditejte
3 . - R
dz, - b —& 3, / —
2) /0. 25—z ) .[.s 25— °) o 1+vz
2 ' 1 3
d) / zlnzdz, e) / ze *dz, f) / V9 —22dz,
1 = -3
2 1 m
g) f ?lnzdz, h) / zarctgrdz, i) / z?sinzdz,
1 0 0
4 in i
) f zV/25 — 22 dz, k) / 2z cos2z dz, 1) sin® z cos® zdz,
3 0

0
In2 2 3 i
e* T arcsin o
el dz
2 _/0 1+2e=da:’ 8) 0 cos’zdz' °) /n Vi+z
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4.3.20. Ukaite, Ze pro funkci f spojitou na (—oo, 00) a pro libovoln4 tisla a, b, ¢ plati:
b+ec b 3b b
) [ f@i=[ farqws, b) [ r@dr=3 [ fee)as,
a+tc a a a

b 1
c) / f(z)dz:h/ f(a+ht)dt,kdehjedé.novzta.hemh:b—-a.
a 0

4.3.21. Ukazte, Ze pro funkei f, kterd ma pfislusné derivace $pojité na (—o0, 00), a pro libovolnou trojici
tisel a, b, h, h # 0, plati:

b b
) [ r@d=10)- 1), b) [ F@dr=r0)- ),

1 1 b
c) A f'lla+ht)dt = ﬂi“i}z-—f@ 3 d) / f'(32) dz = §(£(3b) - £(3a)).
4.3.22. Ovéfte bez jakéhokoliv vypoctu, Ze kazdy z téchto integréli je zaporny:

E 1 L .= J
AL e

T %!r
c) '4 zcoszdz, d) -/;*'e‘*si.nmdz.

4.3.23. Dokaite, Ze pro kazdé kladné &islo a a kazdou spojitou a sudou funkci [ plati

i R
_nm-—ldx—-/o )z

Potom spoéitejte

Regeni. 4.3.16. 7. 4.3.17. a) Substituci z = Rz piejdeme k R? [ v/T— 22 dz; uplatnime 4.3.17.(%),
vratime se k plivodni proménné z a upravime; vysledek je

/\/R2 —ztdz= %(zsz—z?+Rzamsin%) +e,

b) substituci pfejdeme k _[D%" sin®  cos?  dy; tento integral je roven 1 jué" sin® 2pdp = L.
4.3.18.a) 15, b) 33, c) L 45
4.3.19.2) 1,b) 0, ¢) 2(2—In3), d) 2In2 — 1e) 2,1 ir g) 3(24In2 - 7), h) $(mr—2),i) n2 -4,

§) § %) -1,1) B2, m) Lin$, n) irv/3-1n2, o) s™V6+2v2-4.4.3.23. 1.

Funkce horni meze uréitého integrilu.

4.3.24. Pro funkci f spojitou na otevieném intervalu I definujeme novou funkci F na intervalu I timto
zplisobem: pevné vybereme libovolny bod a € I a v bodé z intervalu I funkei F pfifadime hodnotu

F@) = [ feae.
Je jasné, 7e F(a) = 0. UkdZeme, %e funkce F m4 derivaci v kaZdém bodé intervaly I o

g(z)=f(z) pro Vzel,

M



50 URGITY INTEGRAL

To je velmi dileZity vysledek. Bude dokdzan, jakmile se podafi ovéfit, ze

. F(z+h)—F(z) x
Jim - - f(z)=0.

Pro libovolné &isla z,z + h z intervalu I miiZeme vyraz, ktery se limituje, upravit takto:

z+h ® z+h
Fe+n—r@) - @ =5 ( [ 10x- ["10w) 1@ =1 [ (1 - 1) ae. @

Nyni naznacime, pro¢ posledni ¢len v této fadé vyrazii ma limitu nula. Omezime se na h > 0. Vzhledem
ke spojitosti funkce f Ize pro kazdé e > 0 nalézt h > 0 takové, Ze

VEE(@mzHh) = |f(E) - f(z)l <e.
Proto posledni vyraz se di odhadnout takto

I%f:ﬂ(f © - f@) de] < 7 f 15O - 1@ de <.

To ukazuje, Ze vyraz (*) md limitu nula. Plati tedy pro kazdou funkei f spojitou na otevieném intervalu I,
Ze

d 4

7 || 10%=1@
v kazdém bodé z € I.
4.3.25. POZNAMKA. Funkce F' definovana v predchézejicim cvien je tedy primitivnf funkef k funkei f
ma intervalu I. Pro kaZzdé dva prvky a, b intervalu I plati

/,, 3 f(€yde = F(b) - F(a).

Ponévadz kazdé dvé primitivni funkce k funkci f na intervalu I se li{ o konstantu, posledni vztah
vysvétluje, pro¢ hodnota urcitého integrélu je rovna piiriistku primitivni funkce na integraénim intervalu.

4.3.28. Pro funkci f spojitou na otevieném intervalu I ukate, ze plati (a € I)

d a
% | f0%=-1@

v kazdém bodé z € I.

4.3.27. Pro prévé narozeného jedince je pravdépodobnost doziti se véku z popsana funkei

26) = R f; u(g)dg ,

kde p je kladnd funkce na intervalu (0,w); w > 0 je kladni konstanta, kterd odpovid4 maximélnimu
veku. Ukazte, Ze p(0) = 1 a Ze p je klesajici funkce. Déle ovéite, Ze

7(z)

p(z) = —#(3‘.) >

4.3.28. Dokazte vypottem, Ze pro funkci f spojitou a lichou (resp. sudou) na (—co,00), je funkece

Fa)= [ " F(e)de

sud4 (resp. lichd) na (—o0, 00). UZijte jednoho z téchto tvrzeni a dokazte, Ze funkce z — In(z + V2% +1)
je lichd na (—o0, 00).
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4.4, Nevlastni integral
4.4.1. Napiste, co znamend, Ze tyto integraly konverguji (—oo < a < b < 00):

2) j; W0 o pro tinksl £ spojitonna intersaly (6,5),

b) /’ " f(@)dz pro funkei f spojitou na intervalu (a, ),

0 f 7 (2] ek okt poibunnathenvaink(a Sal

d) /: ; f(2)dz pro funkei f spojitou na intervalu (~co,b),
8 /_ : §(2) " pro Sk’ £ spojiton-na ntervali (oo, o).

4.4.2. PRIKLAD. Pfi vypodtu nevlastnich integrali poéitame limity. PiSeme tfeba

./;oo (z+1)e*dz = E%([—(m +1)e~%]5 + '/: e* dz) = £linl;lo([—-(:::‘{- l)e"]g - [e"]g) =2

4.4.3. Zjistéte, zda integral je konvergentni nebo divergentni. Pokud je konvergentni, najdéte jeho hod-

notu:
=l b = =
o [Fe o [le 0 [
d) /wid.«.: e) /mldm r0a>0, f) /dez
A ) — : ’ o 1+z227°

o0 = o] o0
g) f e **dzproa>0, h) [ ze " dz proa >0, i) / e *dz.
0 o 0

4.4.4. Zjistéte, zda integrél je konvergentni nebo divergentni. Pokud je konvergentni, najdéte jeho hod-

notu:

11 4 1 2 1
e e B e

1 e 3
a) /ln:.-:d:.:, &) /m].nzdz, f) / . dz,

0 0 1 V-1

2 1 5 1 5 3.

h i sp = &g

g) _/; 2-—zdz’ ) ./1 S—zdz’ i) /I.(E—z)v‘s-zdm
Reseni.

3 b
4.4.1.a) lim / f(z) dz existuje a je vlastni, b) lim / f(z) dz existuje a je vlastni,
=5 Jq g—at g
3 b
c) lim [ f(z) dz existuje a je vlastni, d) lim / f(z) dz existuje a je vlastni,
£—o0 a E——co £
a o0
e) pro libovolné &islo a konverguji tyto dva integrély: f f(z)dz , / f(z)dz.
—00 . a

4.4.3. ) 1, b) divergentnf, c) divergenti, d) 1, e) Z.f) im, g) L, h) e’ j) 2,

4.4.4. a) divergentni, b) 4, c) divergentni, d) —1, e) 1e?, f) 2v/2, g) 2, h) 4, i) divergentni.
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4.4.5. Utzijte vétu o substituci a ukaZte, ze

e ] di 2a Wit
_/; 2 —z —/1 z’+zdz'

Potom jeden z integrali spoéitejte.

4.4.6. Pouzijte substituce z = tgu a spoéitejte

22 5]
: /1 e
Potom vysledek ovéite pfimym vypoétem pomoci primitivni funkee.
4.4.7. Jsou dany dvé funkce f a g spojité na intervalu (a, o) a &islo b > a takové, e
0< f(z) < g(z) pro viechny body =z € (b,0).

Potom plati:

o0
jestlize / f(z) dz je divergentni, potom je také , g(z) dz divergentni,
a a

oo
jestlize / g(z) dz je konvergentni, potom je také [m f(z) dz konvergentni.

Z téchto dvou tvrzeni vyberte jedno a s jeho pomoci rozhodnéte, zda integral je konvergentni nebo
divergentni (hodnotu integralu nepotitejte):

- -

: = arctgz *4+3sin2z - |
| a) /u(5+ = )dz, I <) /0 5 4,
oo 2 (= a}
24 / sl e) [me’“"‘/idz, £) f ligde.
0 T + e~ 0 1

4.4.8. Je déna funkee f spojité na intervalu (a,0) a &slo b > a takové, ze integral [~ |f(z)|dz je
konvergentni. Potom konverguje také [ f(z)dz. Ukaste, Ze tyto nevlastni integraly konverguiji:

* cosz > sinz =
e — ~* ginzdz.

) [ s, n [ e, 9 [ erna
! 4.4.9. Pouzijte integraci per partes a ukate, Ze nevlastni integral
| - . | oL cosT .

A 1 T

I

konverguje.

Refeni. 4.4.5.In2.4.4.6. 1r.4.4.7. a) je divergentni; napifklad srovninim s divergentnim
integralem [ 1dz, b) konverguje; srovnavime s konvergentnim integralem 7 5 de,

c) konverguje; srovnavéme s konvergentnim integrilem [ J dz, d) je konvergentnf;

napfiklad srovnnim s konvergentnim integrdlem [ 22%e~* dz, e) diverguje; srovnivime

s divergentnim integrélem [°e®dz = [;°1dz, f) diverguje; srovnsvéme s divergentnim
integralem [ Inedz = [;* 1dz. 4.4.9. Integrace per partes ukazuje, Ze

> cos sing > *® ginx ® ginz
1 T - A 1} 1 T 1 T

Posledni integral je konvergentni. Proto i zadany integral je konvergentni.
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4.5. Uziti uréitého integralu

Stfedni hodnota

4.5.1. Stiedni hodnotou funkee f na intervalu (a,b), a < b, je minéna hodnota
1 b
f f(z)dz.
a

b—a

a)  Ukaite, Ze pro konstantni funkci je stfednf hodnota rovna hodnoté funkce.
b) Spotitejte stfedni hodnotu funkee f (t) = Asinwt (A,w jsou kladné konstanty) na intervalu (0,T),
kde T je perioda funkce f.

c) Spotitejte odmocninu ze stfedni hodnoty kvadratu funkce f(#) = Asinwt na intervalu (0,T),
kde T je perioda funkce f. )

4.5.2. Pfi sledovani populace strukturované podle véku z nazveme popula¢ni hustotou funkci P(z)
takovou, Ze integral [* P(z) dz odpovida pottu jedincil v populaci, jejichZ vék z lez v intervalu (z1,2),
T <I2.

a) Jak vyjadifme velikost celé populace (zahrneme vSechny v&kové skupiny)?

b) Jak vyjadiime prumérny vék v populaci?

c) Jak vyjadiime primérny vék skupiny vymezené vékovym intervalem (z1,22), 1 < T27

d) Jaka je pravdépodobnost, Ze vék nidhodné vybraného jedince padne do intervalu (zy,29)7

e) Popiste distribuéni funkci F' pravdépodobnosti z predchézejici tlohy.

4.5.3. Zavislost produkce na ¢ase popiSeme funkei p(t), kde ¢as je zachycen proménnou f. Celkova
produkce mezi éasy t; a t2, t1 < t2, je d4na vyrazem ‘

/h p(t)dt.

ty

a) Vyjédiete priimérnou produkci v obdobi (t1,82), t1 < ta2.

b)  Produkce py v Ease t = 0 klesd s Zasem linedrné tak, Ze v dase t = 2 je polovi¢ni. Napiste funkei p(?)
a integraci spotitejte prim&rnou produkci mezi Casy ¢ = 0Dat=27

¢)  Produkee py v ¢ase t = 0 klesd s tasem podle vztahu p(t) = po(1 — §t*). V Case t = 2 mame
tedy poloviéni produkei v porovnéni s produkei v ¢ase t = 0. Jaké je prim&mna produkce mezi
tasyt=0at=2?

d) Produkce po v Case t = 0 klesa s ¢asem podle vztahu p(t) = pg2_i' .V tase t = 2 méame tedy
poloviéni produkei v porovnani s produkei v ¢ase t = 0. Jak4 je primérné produkce mezi asy t = 0
at=2?

e) Vysvétlete, prot je primérna produkce nejvyssi v tloze c) a nejnizi v tloze d). Odpovidaji tomu
hodnoty derivace p'(0)?

Vztah mezi zrychlenim, rychlosti a drdhou

4.5.4. Rychlost vozidla v &asovém intervalu (t1,t2) je popsana funkci v(t). Jakym vyrazem je déna
stiedni hodnota rychlosti vozidla mezi Easy t; a t27 Jakym vyrazem je popsdna dréha s(t) vozidla mezi
tasy t; a ta? Odpovidé stfedni hodnota rychlosti tak zvané ,primérné“ rychlosti, kterou jsme zvykli
potitat podle vztahu (s(t2) — s(t1))/(t2 — t1)?

4.5.5. Vyjadfete rychlost v(t) a drahu s(t) v Case ¢ rovnomérné zrychleného pohybu se zrychlenim a na
Zasovém intervalu (t1,12), t1 < ta. Vyjédiete stfedni (primérnou) rychlost na tomto asovém intervalu.

B = e =



i

54 UZrtf URGITEHO INTEGRALU

4.5.6. Teleso se zatne pohybovat z klidu (v gase ¢ = 0) se zrychlenim a(t) = A — at, kde A, a jsou
kladné konstanty. Jaky je vatah pro rychlost v(t) pohybu v &ase ¢? Jakou drihu s(t) téleso urazi do
okamziku, v ném? je jeho rychlost nulova? Udélejte rozmérovou analyzu vysledku!

4.5.7. Jak vysoko vystoupi téleso vriené na Zemi svisle vzhiiru rychlosti vg (g je tthové zrychleni)?

4.5.8. Sikmy vrh na roving. Jak daleko na roving doletf t&leso vriend pod thlem a rychlosti v (g je
tihové zrychleni)? Sledujte rychlost ve dvou smérech: vy, ve sméru svislém a v, ve sméru vodorovném.
Pro jaky tihel a doletf nejdéle?

Obsah obrazcii v roviné
4.5.9. PRIKLAD. JestliZe pro dvé spojité funkce f a g plati

g(z) < f(z) pro viechna &sla z € {a,b), (%)
potom obsah rovinného obrazce tvoreného body (z,y) € E?, které splituji

{0 2e @), 9@) <u < 1)
je roven ,
| (@) - g(@)) s

Ponévadz kiivky y = 2® a y = /z maji dva spoletné body (0,0) a (1,1), volime g(z) = 22 a f(z) = /.
Potom funkce f a g spliiji (*) na intervalu (0, 1) a obsah obrazce omezeného kiivkami y = 2 a y=+x
je proto roven

i b
/D(ﬁ_zz)ang,

4.5.10. Najdéte obsah obrazce omezeného kfivkami:

a) y=l—z2,y=-—-2z2,a:=0,:r:=2, b) y=22—z— yYy=4+2z—22,

) y=2+1,y=3+2z-2°, d) y=x2+z—3§2m—y+3=0.
4.5.11. Najdéte obsah obrazce omezeného osou z a kfivkami:

a) y=2-yr,z=9, b) y=Ihz,z=2e.

4.5.12. Spotitejte obsah obrazce v E? tvofeného bod'y {(z,y) ' 052z<2,0<y<1+|z*-1]}.

4.5.13. Napiste rovnici teény funkce f(z) =2 + In(z + 1) v bodé s z-ovou soufadnici z = 0. Spoditejte
obsah obrazce omezeného popsanou te¢nou a kiivkou =i

4.5.14. Najdéte obsah obrazce omezeného kiivkou y = 4 — 22 » te€nou k této kiivce v bod& (1,7) a
piimkou z = 3.

Délka kiivky ‘

4.5.15. Vysvétlete, pro mé vzorec pro délku kiivky y = f(z), z € (a,b), tvar
b
/ Vit 7@ dz.

a) Spotitejte délku tisetky, kterd spojuje body A = (z1,91), B = (z2,92) . Pro jednoduchost pred-
poklddame, Ze z; < x5 .

b)  Spotitejte délku kiivky y = Inz, z € (3,/3).

€)  Spotitejte délku kiivky y = 122 mezi body se soutadnicemiz = ~1az =1, Potfebnou primitivni
funkei naleznete v filoze 3.1.5.a.

d) Spotitejte délku &tvrtiny kruznice poloméru R.
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Objemy a povrchy téles

4.5.16. Cavalieriho princip. JestliZe hodnota S(z) je rovna obsahu fezu t&lesa rovinou kolmou na
osu z, potom objem télesa vyfatého dvéma rovinami kolmymi na osu z, které protinaji osu z v bodech
se soufadnicemi z = a, z = b, a < b, se rovna -

j:S(z)dz.

a) Spotitejte objem koule o poloméru R.

b) Spotitejte objem obou ¢4sti koule poloméru R, na které je koule rozdélena rovinou, jejiz vzdalenost
od stfedu koule je rovna polovin& poloméru R. Sprévnost vypoétu ovéfte settenim obou vysledki.

4.5.17. Vysvétlete, pro¢ mé vzorec pro obsah plochy, kters vznikne rotaci kiivky y = f(z), z € (a, b),
kolem osy z tvar

b
21rf f(z) -\/1+f'2(z)ii'z.

* Spoditejte povrch koule o poloméru R.
4.5.18. Z koule poloméru R je rovinou odd&lena kulov4 tise& vysky v. Jaky je jeji objem V? Jaky je
obsah § jejiho pl4sta?
4.5.19. Pouzijte vysledek predchazejiciho cviteni a tdvodte vzorec pro obsah S plast® kulové vrstvy
vysky v vyfiznuté z koule polom&ru R. Je na tomto vzorci néco prekvapujiciho?

'4.5.20. Paraboloid vznikne rotaci symetrické ¢dsti paraboly kolem osy. Spotitejte objem V paraboloidu
8 vyskou v a polomé&rem zdkladny r. Spoditejte obsah § pl4sts takového paraboloidu.
4.5.21. NapiSte rovnici elipsoidu v E°® (v proménnych z, y, z), ktery vznikne rotaci elipsy
32 y!!
2 -+ 'b? =11 |
kolem osy z. Spotitejte jeho objem V. Obsah plochy v obecném piipads neSpoEiiféte.

4.5.22. Napiste rovnici hyperboloidu v E? (v proménnych z, y, 2), ktery vznikne rotaci hyperboly

2 2
v_2_

? a2
kolem osy z. Spotitejte objem télesa, které je omezeno popsanou plochou a rovinami z =0a z = 3a.

Na zavér

4.5.23. Odvodte obsah S kruhu poloméru R ze vzorce pro délku kruznice tak, e kruh rozdélite na
wvelmi izkd"* mezikruzi.
}

4.5.24. Odvodte objem V koule polom&ru R ze vzorce pro obsah povrchu kulové plochy (sféry) tak, ze
kouli rozd8lite na ,,velmi tenké* kulové wSlupky*.

4.5.25. Vodni tok m4 piilkruhovy pritfez poloméru R. Rychlost toku je nejvétsf na hlading uprostied,
kde mé4 hodnotu v, a klesé kvadraticky s tim, jak se pfiblizujeme stén& koryta. Rychlost na sténé je
nulova. Spotitejte priitok Q. Jaky je podil tohoto pritoku @ a prittoku Qg za podminky, %e rychlost
v pritfezu toku je homogenni (vSude stejn4) a rovna v? :
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ReSeni. /
4.5-1.b) T = 3, stredni hodnota je £ [ f(t)dt = 42 [¥ sinwtdt = A T sinzdz =0.

¢) Stredni hodnota kvadratu funkce je & [ f2(t)dt = 42 % gin? par = & [ sin? 2dz = 42
Odmocnina z tohoto vyrazu je -‘%é (ve fyzice se nazyv4 efektivni hodnota velidiny popsané funkei f;
napéti nebo proud jsou vhodné priklady).

4.5.2. a) [ P(z) dz, kde w je maxim4lni vek, tj. vék, pro ktery plati: z > w = P(z) =0.

0 proz <0,
Jy zP(z)dz J2? zP(z) dz I P(z)dz [ P(e)ag
b) = .c) =L .d) =L -e) F(z) =< =—— proz € (0,w),
' FroE ) Froe @ Frge O FO@ T i
1 proz > w.

4.5.3. a) L [ p(t) dt. b) p(t) = po(1 — i) $po. €) Zpo = 0.83py. d) 51300 = 0.72p . €) Grafy
funkei popisujicich produkei spojuji dva stejné body. Graf je konkévni v pfipadé c), linedrni v b) a

~
konvexni v pfipadé d).

4.5.4. St¥edni hodnota rychlosti: T :1’ v(t)dt. Dréha v &ase t: s(t) = s(t;) + ffl v(7)d7. Ano,
ponévadz podle predchézejiciho vzorce je s(t2) — s(t;) = j:’ v(t)dt.

4.5.5.v(t) = v(t1) +a(t — t1), s(t) = s(ty) + f:l u(r)dr = s(t1) + v(ty)(t —t;) + 3a(t —t,)? . Stednf
(priimérné) rychlost je v(t;) + 3a(ts —ty).
4.5.6. v(t) = 3(24 — at)t, rychlost je rovna nule v fase ¢ — 24 5(t) = [ o(r)dr = FAL — Lag3,
uraZend draha je s(%"‘-) = %%;— ; rozméry konstant A, a jsou [A] = ms—2, [@] = ms—3.
4.5.7. v(t) = v — gt, rychlost je rovna nule v ase ¢ = ﬂgﬂ F8(E) = f; v(t) dt = vt — 39t%; vyska
vystupu je proto 3(2;1) = a’;‘é_
4.5.8. v; = vcosa, v, = vsina, proto rychlost ve svislém sméru v dase ¢ je v(t) = v, — gt
a dréha s, ve svislém sméru je s, (t) = vyt — 39t%. Odsud zjistime, %e t&leso se v Gase ¢ = 33'—
vrati do vodorovné roviny, z niz bylo vrzeno. Ponévadz drsha s, (t) za €as t ve sméru vodorovném
je 8z(t) = f; vz dt = v, t, dostaneme dosazenim Easu pro délku vrhu hodnotu L"!}‘ﬁ -
4.5.10.2) 3, b) ¥, c) £, d) 128, 4.5.11. a) 3,b) 1+ 22
4.5.12.8. 4.5.13. 3. 4.5.14. §. 4.5.15.b) 3 + 11n3. ¢) V2 + In(1 + V). d) f(z) = VR* — 22,
z € (0, R); pfi integraci pouzijte substituci z = Rsin @, 9 € (0,3m).
R R -3
4.5.16. a) rrf (R? —22) dz = 47R°. b) w/ (R? —2?) dz = SrR? w/ (R? —2%) dz = 2rR°.
—R 2 —R
4.5.17. 47R?. 4.5.18. V = lm?(3R - v), S = 2rRv. 4.5.19. S = 27 Rv. Vzorec nezavisf na tom, kde
Jsou v kouli fezy vedeny, ale pouze na vzdélenosti v rovin, které kulovou vrstvu vymezuji.
4.5.20. V = 3mr?y, S = Z5((r? + 40%)% — ).
4520 &+ 5 =1, V = drab?. 4522, B2 _ 2 21 v = gra

4.5.23.5 = [["2nrdr =7R?. 4.5.24.V = [Pamr2dr = $TR®. 4.5.25. Q= LnR%, Q: Qu = 1.
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4.6. Integrily v pravdépodobnosti

4.6.1. Bud X spojita nahodna veli¢ina s hodnotami v intervalu (—co,00). Funkeci f nazveme héto-
tou pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny X (stru¢né hustotou ndhodné veli¢iny X), kdyZ se d&
hodnotou f(£)é ,velmi dobfe® vystihnout pravdépodobnost, s jakou ndhodn4 veli¢ina X nabyva hodnot
z ,malého® intervalu (€ — 34, + £4). V mlhavych terminech se d4 ¥ici, e aproximace této pravdépo-
dobnosti je tim lepsi, &im je délka zminéného intervalu — tedy é — mensi. Rozdélenim intervalu, v némsz
se hodnota ndhodné veli¢iny méa pohybovat, dospéjeme limitnim procesem k vyjadfeni pravdépodobnos-
ti P(a < X < b), s jakou ndhodn4 veli¢ina X nabyva hodnot z konetného intervalu (a,b), a < X < b.

Tato pravdépodobnost se vyjadii integrdlem
b
Pla< X <b)= f f(é)dE.
a
Proto pro hodnotu distribuéni funkce F(z), kterd vyjadfuje pravdépodobnost, e hodnota nahodné
veliéiny X je mensi nez z, plati

Fla)=P(X <2)= [ " fe)de.

Pokud pro danou ndhodnou veli¢inu existuje hustota, je P(X = a) = P(z = b) = 0, a proto v3echny
nasledujici vyrazy maji stejnou hodnotu: Pla < X <b), Pa< X <b), P@a< X <b), Pla< X <b).

Napiste vyraz, ktery ukazuje, jak se Iisi P(z — 36 < X < z+ 14) od své aproximace f(z)d, 6 > 0,
Jestlize hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X je popsana funkei f.

4.6.2. Napiste vyjadfeni stfedni hodnoty u a rozptylu (variance) ¢ néhodné veli¢iny X, pro kterou
existuje hustota f. -

4.6.3. Jak bude vypadat hustota f pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, ktera se stejnou pravdépo-
dobnosti nabyvi hodnoty pouze z intervalu (a,b), a < b? Jak vypad4 distribuéni funkce F nihodné
veli¢iny X? Spodéitejte stfedni hodnotu a rozptyl X.

4.6.4. Jak zvolit k, aby funkce

byla hustotou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny s hodnotami v (—oo, 00)? Spoéitejte pfisluSnou distri-
buéni funkci.

4.6.5. Obecné momenty ndhodné veliéiny X s redlnymi hodnotami a hustotou f jsou definovany vztahy

m;,:/m z* f(z) dz.

—00

Dokazte, Ze pro rozptyl (varianci) plati 62 = my — m?.

4.6.6. Bud X ndhodna veli¢ina s hodnotami v (—o0, 00) a hustotou f. Jeji stfedni hodnotu oznaéime u
a rozptyl o°. Bud a kladn4 konstanta.

a) Uréete koeficient x tak, aby funkce f,(z) = £f(£) byla hustotou né&jaké ndhodné veli¢iny X,.
b)  Spoditejte stfedni hodnotu p, a rozptyl o2 nidhodné velidiny X,.

c) Funkce f, je hustotou ndhodné veli¢iny aX . Srovnejte se cvitenim 4.6.22.

-

z+46 oo o0
Refeni. 4.6.1. / |, O 1@ . 402, = /_ Ef(€)dE, 0 = [ (€ — w)*f(€) de.

4.6.3.

0 proz<a,
r—a a+b (b—a)?
- b =——, o= :
F)={I=2 poze@d),  w="1", =0
1 proz>b.

4.6.4. k = 2. F(z) = Z arctg(e®). 4.6.6. a) K = L. b) pa = ap, 0% =a?o?.
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Exponenciilni rozd&leni pravdépodobnosti /

4.6.7. V tase t = 0 méme fungujici (elektronické) zafizeni, ndhodna velitina X popisuje Zvotnost
takového zafizeni. Pravdépodobnost, Ze zafizeni selze aZ po uplynuti &asu t, se oznaluje P(t < X).
Pravdépodobnost, Ze zafizeni selze v &asovém intervalu (t1,%2), je P(t; < X < t5). Budeme se zabyvat
vlastnostmi ndhodné veli¢iny X, kdy? za jeji hustotu vezmeme tuto funkci s parametrem A, A > 0:

Ae ™ prot>0,

i
0 prot<0. *)

)= {
Vyfeste tyto tilohy s pravé definovanou hustotou f (¢ > t; > 0):

a) PX<t)=PO0<X<t)=1-eM, b) P(t<X)=/QAe-"fdr=e-"‘,
4

€)= B X i) =e 4 =gt d PlO<X)=1,
o 1
e) stfedni hodnota u ndhodné velitiny X je rovna pu = L tf(t)di = 3
v el
f) rozptyl o? ndhodné veli¢iny X je roven o2 = ‘/;m(t —p)?f(t)di = :\13 2

g) Kolik je £%+ %P(X < t)7 Nakreslete graf t -+ P(X < 1).

4.6.8. PozNAMKA. Pravdépodobnost toho, Ze zafizeni, které fungovalo v ¢ase T, neselze jesté po dalsi
dobu ¢ (podminénd pravdépodobnost — nahodny jev spofiva v tom, ze zafizeni funguje po dobu T + ¢t
ovSem za podminky, Ze fungovalo po dobu T), je ddna vztahem (ktery je tfeba trochu rozmyslet)

PT+t< X)
P(T < X)

Podle predchazejiciho vysledku vime, Ze P(t < X) = e, Ize proto psét

P(T +i< X) - e—AMT+i)
PT<X)  eT

=€

Vysledek ukazuje, Ze diisledkem volby hustoty f podle vztahu 4.6.7. (*) je,ze Zivotnost ma tuto vlastnost:
JestliZe zafizeni v jistém okamziku funguje, je z hlediska dalsi Zivotnosti stejné dobré jako zafizeni nové.
4.6.9. POzZNAMKA. V piedchazejicich cvidenich jsme pocitali integraly

(=]
/ tke—Mt g¢
0

pro k =1,2. K jejich vypoétu jsme pouzili integraci per partes. Véc lze zjednodusit uzitim obratu, ktery
vychézi z jednoduchého vztahu
00
1
—At
t=—,
/o e

ktery plati pro viechna A € (0,00). Tento vztah derivujeme podle A. Vlevo pfesuneme derivaci za
integraéni znameni (to nenf samozfejma operace, vynechat jeji ospravedlnéni by si studenti matematiky
dovolit nemohli; my se tim vSak zabyvat nemiizeme). Nasobime —1 a jako vysledek dostaneme relaci

"\ - —At 1
./o te dt = F i
Miizeme derivovat podle A déle a dostaneme, Ze pro kazdé kladné )\ a kazdé prirozené ¢islo k plati
= b k!
'/o. t"e dt = Fi- . (*)
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4.6.10. Odvodte vztah pro k-ty obecny moment my néhodné velitiny X. Potom znovu spotitejte
rozptyl.

4.6.11. N4hodna veli¢ina ¥ popisuje dobu Zivotnosti dvou zafizen{. Prvniho, jehoZ Zivotnost je popséna
hustotou 4.6.7.(%) s A = Ay, a druhého, jehoZz Zivotnost je popséna hustotou 4.6.7.(%) s A = Az (stfedni
délka Fivota prvnfho zafizeni je tedy 1/A; a druhého je 1 /A2). Ndhodny jev spotiva v tom, Ze pouZivame
jedno zafizeni po celou dobu, co funguje, a potom pouzivame druhé zafizeni aZ do doby, kdy prestane
pracovat. Ndhodn4 veli¢ina ¥ popisuje celkovou dobu do selhdni druhého zafizeni.

a) Ukaste, Ze hustota g(t) ndhodné veli¢iny Y je pro ¢ < 0 rovna nule a pro ¢ > 0 je ddna vztahem

t
g(t) = A1 A2 [ et e—M2(t=7) gr .
0

b) Spotitejte hustotu g(t) pravdépodobnosti nahodné velidiny Y pro piipad A1 # Az.
c) Ovéite, 7e [ g(t)dt=1.
d) Spotitejte cviteni b) a c) pro piipad stejngch hodnot Ay a Az, pieme Ay = A2 = A.

e) Jestlize Zivotnost prvniho zafizeni je vyjédfena ndhodnou veli¢inou X, Zivotnost druhého zafizent
nahodnou veli¢inou X3, potom néhodné veli¢ina Y je souétem dvou nahodnych veli¢in X; a Xa,
Y =X; + Xo. Vi

4.6.12. Pokud za hustoty pravdépodobnosti v predchazejici tiloze vezmeme obecné funkce f; a fa (nulové
pro t < 0), mé vyraz pro hustotu nihodné velidiny Y tvar

t
o) = [ A=)
Ukazte, ze g se d4 zapsat také takto:

2= fn fit =) fa(r)dr.

4.6.13. Ovéite, e vzhledem k tomu, Ze funkce. fi, fz jsou rovny nule pro t < 0, je mozné integrovat
pres interval (—o0,00) a psét vyraz, ktery neni komplikovan p¥itomnosti kone&nych mezi v integralu

g(t) = /_oo filt —T1)fa(7) dT.

Integraly tohoto typu se nazyvaji konvoluéni integraly.

1
ReSeni. 4.6.7.g) A 4.6.10. Vztah 4.6.9.(x) nasobime ), dostaneme mj = % Ponévadz miizeme

1
pouzit vztahu o? = mg —mi, dfive odvozeny vztah o = 2 dostaneme okamZité dosazenim.

ANa
4.6.11.b) g(t) = ——
i ) 9(t) =T

4.8.12. Substituce nové proménné u pomoci vztahu u =1 — 7.

(6722t —e~Mit). d) g(t) = Ate ™.
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Normalni rozdéleni pravdé&podobnosti

4.6.14. POZNAMKA Hustota f, , normdlnfho rozdéleni ndhodné velitiny X se st:;edni hodnotou p a
rozptylem o2, ¢ > 0, je

]
fﬁ-l’(z) = 0‘\/2_1’8 3
Hustotu normovaného (standardizovaného) normélniho rozdéleni (normélni rozdélenis u=0a o = 1)
oznaéime ¢, tj.

i 2
= — _"f -
oz ) \/2—“_ €
Potom pro distribuéni funkei normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem o2 plati
PX<2)= [ fuo@dt=—= [ .
Oznatme & distribuéni funkci normovaného (standardizovaného) normélniho rozdéleni

20)= = [ ela=—= [ Fac.

—00o

4.6.15. UkaZeme, ze

P(X <= f_ m fuo(©)de =2(2=E).

Substituci v prvnim integralu nahradime proménnou £ proménnou 5 podle vztahu £ = p + on. To
znamena d€ = odr), dolni meze jsou pro obé proménné rovny —oc a horni mez, jez je « pro proménnou £,
piejde na hodnotu (z — y) /o pro proménnou 7. Proto

= o z—p
U\/_ d{—ﬁ e d:;:@( - )

P(X<z)=

4.6.16. UkaZte, Ze @ je rostouci funkce na intervalu (—oo, ), jejiz limita v bodé —oo je rovna nule.
Ponévadz & ma byt distribuéni funkei rozdéleni pravdépodobnosti, musi také platit

lim &(z) =1.

X300

Tim se budeme zabyvat v nasledujicim cvieni.
4.6.17. Ukazeme, ze

1 / i ~Tdzr=1

V27 ) '

Ponévadz primitivni funkei neni mozné vyjadfit pomoci elementédrnich funkci, budeme postupovat jinak.
Hodnotu integrilu oznaéime I. Je to kladné &islo, ponévadz integrovana funkce je kladné na celém integ-
raénim oboru. Integral, ktery vyjadiuje I, mizeme zapsat dvéma zpiisoby, které se lisi pouze oznatenim
proménné. Tedy

_Lf‘”e—rrd_.,_L/ e
Var ) CVor o

_i oo o0 -’3 2
IEH%_/_M,/;“,& =3 “dzdy ,

coz znamena, Ze se integruje pfes celou rovinu. Integruje se funkce dvou proménnych (z,y) — e‘_}"'n : ;
2

kter4 ma stejnou hodnotu e~ pro vSechny body, které lezi na kruznici poloméru r se stfedem v poéatku.

Kdyz tuto hodnotu vezmeme na mezikruzi vniEi’n.{ho poloméru r a vngjstho poloméru r + dr, dostaneme

k celkové hodnot& integralu prispévek 2nre~T dr. Rovinu — cely integraéni obor — vyferpame tak, Ze

Proto jejich souéin je roven
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proménnou r nechdme probfhat interval (0,00). Tim se nahofe uvedeny dvojny integrél pro I? prevede
na tvar

o0 oo
F=i/ 2ﬂ‘re'g;'dr=/ re_%’dr=1.
27 0 0
Ponévadz hodnota I nemiiZze byt zdpornd, mame I = 1.

4.6.18. UkaZzeme, 7e stfedni hodnota rozdéleni pravdépodobnosti s hustotou f, » je rovna p a rozptyl
je roven o* — tak jak ¢ekédme. Jde o tyto rovnosti:

1 [P _ew? 1 f"“ _a=p?
-7 dz = S, Tl —p)? 7 dzx = 2.
R R | B s e

Substituci = = j + oy uplatnime na oba integraly. Prvni pfevedeme na

1
V2 J o

ktery se roztrhne na dva. Prvni d4va p a druhy - jakoZto integrél z liché funkce — je roven nule. Druhy
integral prejde stejnou substituci na
€ ]
B ) o y Y

ktery je roven o®, ponévadz se uitfm integrace per partes dokéaze, ze
\
1 (=] 2 _X;_ 1 ]m _ﬁ
=—F e dy = — e zdy=1.
V2r /_m J Y= s 4

4.6.19. Ukazte, Ze pro distribu¢ni funkci ® normovaného normélniho rozdéleni plati:

a) @0)=1. b) @()-i=1-%(-2).

To ukazuje, e graf distribu¢ni funkce @ je symetricky vzhledem k bodu (0, 3).

c) Pro viechna z je ®(z) = 1 — &(—xz), a proto tabulky funkce ® uvadgji hodnoty pouze pro z > 0.
d) Kolik je hodnota derivace funkce @ v nule? e) Nakreslete pritbéh funkce @.

(u+oy)e T dy,

4.6.20. UkaZte, Ze pro normélni rozdéleni se stfedni hodnotou y a rozptylem a2, o > 0, plati:
_g(b=# a—p 0
a) Pla<X<b)=3( - ) -¢( . ). B P(X -l <30)=28(3)-1.

¢) P(X-ul<a) =z¢-(§) ~1. d) P(X-pl>a)= 2(1-@(3)).

4.6.21. Jako vyse odvodte, ze P(|X — p| > ko) = 2(1— ®(k)) pro k > 0. Pro k = 3 se mluvi o pravidlu
t¥i sigma. Plati, ze 2(1 — ®(3)) = 0,0027. Ponévadz primitivni funkci pro vypocet ®(3) nenajdeme, je
t¥eba tuto hodnotu ziskat pomoci vhodného numerického vypoétu. Tento vypocet je v dnesni dobé, kdy
poéitad je témeF na kazdém stole, véci vhodného programu (Excel stati). V dobé, kdy tomu tak nebylo,
se hodnoty funkce ® ferpaly z tabulek. Byly také odvozeny pfiblizné vztahy, s jejichz pomoci se hodnoty
funkce ® daji ziskat nepiili§ pracné s pomoci kalkulaZky. Jeden z nich uvedeme. Funkce definovana
vztahem [Abramowitz, Stegun, vztah 26.2.18, strana 932]

P(z)=1- %(1+cla:+¢:2:c2 + caz® +C4$4)_‘ !

v ném# konstanty maji hodnoty

e; = 0.196854 , ¢; = 0.115194 , c3 = 0.000344 , ¢4 = 0.019527,
se d4 vzit za dobrou aproximaci funkce @, ponévadz plati

|®(z) — P(z)| <2.5- 10~* pro viechna z € (—o0,00).
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Spotitejte na kalkuladce ®(3). Polynom pro vypodet P(z) uspofédejte takto (Hornerovo schéma):
(((caz +e3)z + o)z + 1)z + 1
a postupujte zevnitf ven — zatnete ¢4z a jednidku pfidtete a3 v posledni operaci.

4.6.22. UkaZte, e ma-li ndhodn4 veli¢ina X s normélnim rozdélenim stfedni hodnotu u a rozptyl o2,
potom néhodn4 veli¢ina ¥ = aX + 8 s libovolnymi konstantami o a B > 0, m4 normalni rozdéleni se
stfedni hodnotu au + B a rozptylem a®o?. Srovnejte se cvidenim 4.6.6.

4.6.23. Ze vztahi nahofe uvedenych vidime, e pro kazdé kladné &slo o plati

1 20 2
—'\/E_—/ e_f;’d:z:=ar.
T J—-o0

Derivujeme podle o obé& strany rovnosti, nisobime o® a mame

i fm Pt — a®. (%)
V21 J
i Dosadime o = 1 a dostaneme vysledek, k némuz jsme ve 4.6.18. museli pouZit integraci per partes.

Odvodte vztahy pro momenty néhodné velitiny s hustotou fo,c — normélniho rozdéleni s nulovou stiedni
hodnotu —, tj. spotitejte integraly

1 foo k __'?!'
Mg = ze 7 dz.
N2 oo
l ReSeni. 4.6.19. a) Integrand v definici funkce & je funkce sud. Proto integral pies (—o0,0) je

| roven interdlu pfes (0,0), a kaZdy z nich se proto musi rovnat 1. b) Vztah bude dokazan, jakmile se
‘ zjisti, Ze ®(z) + ®(—z) = 1. V integralu, ktery diva ®(—z), pouzijeme substituce £ = —y, kterou se
integral pfes interval (—o0, —z) pFevede na integral pies (x,00). Proto miiZeme psat

= e e Dl R T e S
l @(m)+§(—z)—m[we %df-'-\/ﬂ/z e d{-mlme %'d.f—l._

Tim jsme vztah dokézali. d) T
' 4.6.20. a) P(a < X <b) = P(X <b) — P(X < a); co% je rozdil distibuéni funkee v hodnotach b a a.
b

4.6.21. Priblizna hodnota po zaokrouhleni na p&t desetinnych mist je 0.99842. Pfesni hodnota
zaokrouhlend na pét desetinnych mist je 0.99865 . Rozdil je 0.00023, coZ je ve shods se shora
uvedenym odhadem pi‘esnoat}i aproximace.

4.6.22. Tvrzeni vyplyva z této série rovnosti:

-
' P(Y<z)=P(aX+ﬁ<z)=P(X<x;B)
|

=§(”—_;ﬁ)

o

=@(ﬂ’iﬁ)) :

oo

4.6.23. Pro k liché integrujeme lichou funkci, proto dostaneme mjy = 0. Pro sudé kladné indexy,
vyjédiené ve tvaru 2k, k kladné, se vysledek dostaneme tak, Ze vztah (*) postupné derivujeme podle o
a nésobime o3. Pro k > 1 zjistime, %e
=1.8- . (ok_ 1V .2k — (2K)! 24
: my=1-3- ... -(2k-1)o _2“:!03 o
Vyraz za poslednim rovnitkem m4 smysl i pro k =0 a k = 1. Dava mg = 1 amg =o02.
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FUNKCE DVOU PROMENNYCH

5.1. Funkce dvou proménnych; zdkladni pojmy
5.1.1. PRIKLAD. Definiéni obor funkce dvou proménnych

je podmnozina E?. Pro funkci

1

flz,y) = e = =

je definiéni obor roven mnoziné 1 =

D(f)={(z,y)€E”|y2+1>,q;}, e

Jestlize chceme mnoZinu D(f) graficky zachytit, kreslime >
obrazec v roving. Cést pat¥ici do D(f) Srafujeme. Pokud > viHi=s

Y

¢ésti omezujici kiivky, které tvofi hranici obrazce, patfi ~

(resp. nepatfi) do defini¢niho oboru, kreslime tyto &sti

plnou (resp. pferuSovanou) ¢arou.
5.1.2. Najdéte a natrtnéte defini¢ni obor a zjistéte, zda funkce je na D(f) omezen4 shora a zdola:

) e =k -0, b f@)=VIFy, o fea)= g,

_Vy+1 AT /m ol 1
d) f(zry)—m! e) f( :y)_ F—0" f) f( ,y)—m:
g) f{m:y)=]n(3ﬁ"432_9y2)v h) f(:c,y): Vy_(z+1)3s i) f(I,y): V4_I2+V/§l
j) z,y) V + k) ay) \/_+ vV _32_9,
Regeni. N

5.1.2. a) funkce neni omezené na D(f) = {(z,y) € B* | y > 1—2?} ,

b) funkee je omezend zdola a neni omezend shora na D(f) = {(z,y) € E? | y<4-2%},

¢) funkce je omezend zdola a neni omezen4 shora na D(f) = {(z,y) € E? | (=,y) # (0,0)} ,

d) funkee je omezena zdola a neni omezen4 shora na D(f) = {(z,y) € E® |z>2 A y>-1},
e) funkce je omezend zdola a neni omezen4 shora na defini¢nim oboru (jeho# zapis je pongkud
neprehledny) D(f) = {(:.r:,y) € E? ’ z>2 A y> -I}U{(z,y) (=57 [ TS 20N Y=< —1} 1

f) funkce je omezend zdola a neni omezen4 shora na D(f) = {(z,y) € E? | y > 8 - 2(z +2)*} ,
+ % <1} :

2
g) funkce je omezen4 shora a neni omezen4 zdola na D(f) = {(z,y) € E? | %

h) funkee je omezend zdola a nenf omezend shora na D(f) = {(z,y) € E? | y > (= +1)*} ,
i) funkce je omezena zdola a neni omezen4 shora na D(f) = {(z,y) € E? | —2<z<2A0<y},

J) funkce je omezen4 zdola a neni omezena shora
na D(f) = {(z,9) € E* | 2> -1 A 0<y<(z+1)7%},

k) funkce je omezené zdola a je taky omezen4 shora na D(f) = {(z,y) € E? | 22 +4* <4Az>0}.

-t |
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5.1.3. Na pfimce p;: z; =+, T2 =t a na pfimce py: z; = ¢, 7o = —¢ sledujte pro ¢ z prstencového okoli
bodu nula hodnoty funkce

23125

3(21,32) = 2‘.’?; +5.."§
a ukazte, Ze limita funkce g v bods (0,0) neexistuje.

5.1.4. Pomoci polérnich soufadnic T1 =rcosA, T3 = rsin ) sledujte Pro 7 z pravého okoli nuly hodnoty
Pk 43a3
h(z1,25) = z} + 22

a ukaite, 7e limita funkce A v bods (0,0) se rovna nule.
5.1.5. Jak vypadaji plochy, které Jsou grafy funkci
a) f(z,y)=2, b) f(z,y)=1-uz, ) flz,y)=2—y, d) fl@y)=1-z—y,
€) flz,y) =2, ) 1@y =1-2" g f@my)=»-1, h) fey)=4_4,
) f@y)=2"+4%  §) floy)=—-2—-92 k) f(z, V=2=y" 1) fl@y)=1>—22?
5.1.6. Pro funkci f s definiénim oborem D(f) = E? definujeme funkci

p(t) = f(zo + at,yo + bt) ,

kde (zo, y0) je libovolny bod roviny a (a, b) je libovolny vektor délky jedna, tj. a2+ b2 = 1. Co piedstavuje
cep ? S ~

5.1.7. Ukaite, Ze plochy ptedstavované grafy nésledujicich funkei jsou rotaéns symetrické vzhledem

k ose z; najdéte fezy p,loch rovinami, které obsahuji osu z; jak vypadaji mnoziny

{@9) €E* | f(z,y)=c}

Ppro riizné hodnoty ¢, kdyz
a)  flzy)=2"+y* -4, b) f@y)=vae?+y2 -2, ¢) f(z,y) =In(5 — 22 — y2)7

(z,y) — 2% — o2
/




~

PARGLAJ.(N( DERIVACE JEDNODUCHYCH FUNKC{ A JEJICH vizrti 65

ReZeni. 5.1.3. Pro ¢ # 0 plati g(t,t) = 1 a g(¢, —t) = —1, proto limita v bodé (0,0) neexistuje.
5.1.4. Pror > 0 plati h(rcos A, rsin}) = r2 sin? 2\. Proto |h(r cos A, rsin A)| < r?. Odtud vyplyvé, Ze
limita funkce & v bodé (0,0) je rovna nule. 5.1.5. k) Plocha je na obrazku. 5.1.6. Graf funkce p je Tez
plochy z = f(z,y) rovinou, které prochézi bodem (zo, %o, f (o, o)) a jejiz normaéla je (b, —e, 0). Tato
rovina je rovnob&ina s osou z.

5.2. Parcilni derivace jednoduchych funkei a jejich uZiti

5.2.1. Rozhodnéte, zda dané funkce je na svém defini¢nfm oboru omezena zdola (resp. shora); spotitejte
véechny prvni a druhé parcialni derivace a urdete otevienou mnozinu @, na které jsou derivace spotitany;
potom dosadte do diferencidlniho vyrazu:

ﬂ) f(ziy)‘:ﬂl"'m_zy—\/ﬁ? fz:fuy—fgy:
b) f(z,y) =In(@® +9%) , faz + fyus
c) f(z,y) =\/Esin% ,\x\fz+yfy-

5.2.2. Rozhodnéte, zda dand funkce je na E? omezena zdola (resp. shora); spotitejte viechny prvni a
druhé parcilni derivace a potom najdéte lokdlni extrémy:

a)  flzmy)=2"—y*—22y -7, b) f(z,y) = 2° — 2zy® + 6y + 22,
c) flz,y) =zy(6—z—1), d) f(z,y) = 22° —zy* +52° +9°,
e) f(z,y)=2° —2y° — 3z + 6y -3, f) flz,y) =zye .

5.2.3. Spotitejte viechny prvni a druhé parcidlni derivace dané funkce a urdete otevienou mnozinu O,
na které jsou derivace spoitdny; potom najdéte viechny lokélni extrémy dané funkce na mnoziné O a
pokuste se ukézat, Ze jsou vlastné globélnimi (absolutnimi) extrémy:

a) f(z,y) =22+ 8z +y* -2y, b) flz,y) =32 — 2z /y+y —8z+8,
c) f(z,y) =yvz —y* —z+6y, d) Flz,y) =22/ —22% + 22— .

5.2.4. Ujasnéte si tvar kfivky z = z* — 9222 = (22 —1)2—1. Potom si pfedstavte plochu z = gt —22% +y°
a popiste z ndzoru viechny jeji staciondrni body. Zavéry ovéite vypoctem.

5.2.5. Diferencial funkce f proménnych z, y v bodé P = (z0,%0), v némz mé funkece f spojité obé
parcilni derivace prvniho Fadu, je dén vyrazem
a 0
df = gg(mo,yn)dm + %(%,yu) dy.

Jestlize chceme také zachytit bod P a pfirfistky hz, hy proménnych z, y, piSeme

45 (P)has ) = 2L 0, 10) e + (50, 0V Py

Diferenciél vyjadtuje linedrni (v pririistcich hz, hy prom&nnych z, y) piibliZeni toho, jak se zméni hodnota
funkce, kdyz z bodu (2o, Yo) postoupime do ,blizkého“ bodu (zo+hz, Yo +hy). Pfesné feceno, oznatime-li

R(50,30)(hes ) = (@0 + Pt + ) — F(a0,10) — (2L oo, 1) e+ G200} )

plati lim IR(-TU:IJO)(hza hy)| =)
Y




i e

66 PARCIALNf DERIVACE JEDNODUCHYCH FUNKCI A JEJICH UZITE

Najd&te diferencidl funkce fv daném bodé pro
a) f(z,y) =2z + 3y a obecny bod, b) f(z,y) = 1(z* +y*) a obecny bod,

1
C) f(ﬁsy)=$§ 1 (zﬂsyﬂ) =(_1a2)s d) f(mry)= W 1 (3'»'0:!»'0) == (2!_1)°
Y
5.2.6. Najdéte normélovy vektor fip, ktery svird s kladnym smérem osy z ostry uhel, a obecnou rovnici
tetné roviny v bodé P = (o, Y0, z0) plochy z = f(z,y) pro
8) f(.’:.", y) = zy2 s (a"-'u,yo) = (_21 1) 3 b) f(xv y) = mz +3‘2 3 (30: yﬂ) = (0?0) )
c) f(z:y) = zezzy ] (-"»'0,?)‘0) = (_110) ] d) f(zry) =Iy + 23— Y, (zuvyﬂ) = (11_2) '

5.2.7. Pro funkci f, kterd ma n nezavisle proménnych a kterd ma v bodé (zy, ..., %) viechy parcidlni
derivace prvniho fadu, je gradient Vf v bodé P = (z,...,z,) definovian vyrazem

. . a
Vf(m'l,...,.’.ﬁn) = (%(311---:3:1),---v%(”ls---szn)) :

Spocitejte gradient pro

=y+2

a) flz,y) =22 —y+1, P=(1,1), b) f(z,y)=e , P=(2,-1),
c) f(z,y) = X(23 +2} +23) aobecny bod P, d)  f(z,y) = cos((m—z)(y+1)) , P =(37,0).

5.2.8. Najdéte derivaci funkce f(z,y) = 52% — 4z — 2y v bodé P = (1,1) ve sméru 3, ktery jde z
bodu P do bodu @ = (4,5).

~

5 2 9. Najdéte derivaci funkce f(z,y) = z°y v obecném bod& P = (z,y) kruZnice se stfedem v polat-
= (0,0), ve sméru 5, ktery je ke kruZnici tefny a je v souhlase s kladnym smérem obé&hu kruZnice.

5.2.10. Najdéte derivaci funkce f(z1,z2,23) = (2} + 23 + z3)
a) v obecném bodé P = (z;,Z2,z3) ve sméru §, ktery jde z bodu P do poéétku O = (0,0,0), P # O,

b) v obecném bodé P = (z;,z2,z3) ve sméru 3, tefném ke sféfe, kterd ma st¥ed v potatku O = (0,0,0)
a prochézi bodem P.

5.2.11. Najdéte minimum a maximum funkce f na kompaktni mnoziné M, kdyz

a) ~flz,y)=222+y*—dz—4y, M={(z,9) | 0<z<2,0<y <3},

b)  f(z,y)=3z>—6zy+ 9’ —6z—6y, M ={(z,9) [0<z<3,0<y<4},

©)  fley) =2 +1)—22y -2z, M={(z,y) | 0<2<2, 0<y<2}.

5.2.12. Najdéte minimum a maximum funkce f na kompaktni mnoziné M, kdyz

a) fle,y)=2?+y —zy+z+y—1 a M jevymezenaz+y+3=0,z=0,y=0,
b) f(z,y)=2z+1)y a M je vymezenay=2>—-4 ,y=0,

' ¢) flz,y) =2zy + 3z — 12y a M je vymezenaz =y*,z =4.

Regeni. _
521a)o—{(zy)eEHu<m0<y}u{zy)eE2|m<ony<0} funkee nenf
omezen4 zdola amshora,a (= y)—l—L (z y) = L 62‘f( y) = v

: 9z 2,/zy’ By ~ 2/zy’ 0x? § 4(zy)d’

0% f -1 z*

am_ay‘(xsy) 4‘/— 31;2( z,y) = i(z )gafssz fmy_ona'o
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b) O = D(f) = {(=, y) € E? | (z,9) # (0 0)} funkce nenf omezen4 zdola, ani shora,

- af 2z . 20 -=*) 8% —dzy
a(z,y) = 2+y2 ay( WY ) zg+y21 oz 2( 'y ) zg_i_yg)gr azay( ly) WE:
62f(z,y)=u fzz'i'fw:unaoi

e (22 +17)?’
c) @ = D(f) = {(=,y) € E? | 0 < z}, funkce neni omezena zdola, ani shora,

of Yy -y Yy of il y &f oy y ?4+4° .y
—(z, )_.—3::1;-——3:% cos —ay(m, )__:gi cos 3_2(3'3’)—_*5 cos = — i sin —,
Bzf gin¥ 1 y f _ y

33y(') E _2§cosx’33(’) —m y2fe+yfy=3fna0.

5.2.2.a) O'= D(f = E? , funkce neni omezena zdola, ani shora, fz(z,y) = 322 — 2y — 1,
fulz,y) = —2(z + ), fzz(2,y) = 6z, fzy(z,y) = =2, fyu(Z,y) = —2, stacionarni body jsou
A=(-1 ,1) — lokéln{ maximum a B = (3, —3) — sedlo,
b) © = D(f) = E? , funkce nenf omezen4 zdola, ani shora, fo(z,y) = 2(z + 1 —9%),
f(@,y) = —4y(z — 3), fea(z,¥) = 2, foy(2,y) = —4y, fy(2,y) = —4z + 12, staciondrni body jsou
A = (-1,0) — lokalni minimum, B = (3,2) — sedlo a C = (3, —2) - sedlo,
¢) @ = D(f) = E* , funkee nenf omezen4 zdola, ani shora, fz(z,y) = y(6 — 2z — y),
fo(@,y) = 2(6 — = — 2y), faz(z,y) = =20, fey(2,y) = 203 =2 =), fyy(2,y) = —2a, staciondrni body
jsou A = (2,2) — lokalni maximum a B = (0,0) — sedlo, C = (6,0) — sedlo, D = (0,6) — sedlo,
d) © = D(f) = E*., funkce neni omezend zdola, ani shora, felz,y) = 627 —y® + 10z,
fu(z,y) = —2y(z — 1), fez(z,y) =262+ 5), fzy(2,¥) = =2, fn(z,y) = -2z — 1), stacionarni body
jsou A = (0,0) — lokélni minimam, B = (1,4) — sedlo, C = (1, —4) — sedlo; D = (—2,0) - sedlo,
e) O = D(f) = E? , funkce neni omezen zdola, ani shora, fz(z,y) = 3(c* - 1), fy(z,y) = —6(y* - 1),
fn(m. y) = 62, fay(z,y) =0, fyy(z,y) = —12y, stacionrni body jsou A = (1, —1) - lokélni minimum,
= (—1,1) - lokélni maximum, C = (1,1) - sedlo a D = (-1, —1) - sedlo,

£) O = D(f) = funkce nenf omezen zdola, ani shora Lz = @£ )ye T,

fy{zs y) = _'I(y == 1) r fzz(z y) (z + 2)1}& ) f:y(zsy) —(I + 1)(3’2 = 1) eZﬂ-,ru

fuu(z,y) = zy(@® __le , stacionarni body jsou A = (—1,1) — lokélni minimum,
B=(-1,-1)- lokalmmammuma@:(0,0)—sedlo.

5.2.3.a) O = D(f) = E? , funkce neni omezené shora, f.(z,y) = 4(z +2), fy(z,y) =2(y — 1),
foz(,y) =4, foy(z,y) =0, fyy(z,y) = 2, staciondrnim bodem je A = (=2,1) — globélni (absolutni)
minimum,

b) O = {(=,y) € E? | 0 < y}., funkce neni omezené. shora, f,(z, y) =203z —y—4),

fil'(m: y) = \/g\/; x; fx:(ms y) — 6! f:n‘(zry) \/-s .fy'y( ,y) , staciondrnim bodem Je
= (2,4) — globélni (absolutni) minimum,
¢) O = {(z,y) € B* | 0 <z} , funkce neni omezen4 zdola, fz(z,y) = 2‘/_‘/-, fy(z,y) = vz -2y +6,

fz2(z,y) = ——;-, fay(z,9) = m. fuu(@,y) = —2, stacionérnim bodem je A = (4,4) — globdlni
(absolutni) maximum,

d) o= {(m, y) € E* | 0 <y} , funkce neni omezené zdola, f.(z, y) = 2(/y -2z +1),

fy(z,y) = —5 -1, fzz(z,y) = =4, fzy(z,9) = \/_, fyy(x,y) = —5, staciondrnim bodem je
A= (1,1) - globélni (absolutni) maximum.
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5.2.4. Dvé globalni minima v bodech 4 = (—1,0) a B = (1,0), sedlo v bodé& ¢Gi=1(0,0) .

5.2.5. a) df = 2dz +3dy, b) df = zdz +ydy, c) df = 2dz —dy, d) df = —dz —dy.

5.2.6.a) P =(-2,1,-2), 7ip = (-1,4,1), s — 4y — 2+ 4 = 0, b) P = (0,0,0), ip = (0,0,1), z = 0,
c) P=(-1,0, 1),ﬁp_( -1,1,1),z-y—-2=0,d) P=(1,-2,2), iip = (0,0,1), z=0.

5.2.7. a) Vf(P)=(3,1 b) V(P)=(-1,2), ¢) Vf(z1,z2,23) = (z1,22,23) , d) VF(P) = (1,-1n).

z(z® - 2°)
VAt

d
5.2.10. a) d_“';,(xl,xg,zs) = —/2} + 2} + 23, b) d—‘;,(a:l,n:z,zg) =1

5.211.8) min  fz)=f(1,2)=-6, max fzy)=10,0)=F20)=0,

D) f(:r: v=f21)=-9, max f(z,y)=f(04)=120,

C) f( :y) (1’1)=—2’(:?:}ag&{ f{z!y)=f(2s2)=8

(=u)EM

5.2.8. —(P) 6.5.2.9. (, y) =2 =)

b) (:m)lgu (m,y) I, =d)i==05 el f(z,y) FEh==10,
c) (:fnng flz,y) = f(1, 1)=-7, [zﬁ?gﬁf flz,y) = f(4,-2) =

5.3. Parcialni derivace sloZenych funkci

5.3.1. Spomte_]te vSechny prvni a druhé parcidln{ derivace dané funkce a urdete otevienou mnozinu 0O,
na které jsou derivace spoéitany; zjistéte, zda na mnozing @ jsou funkce omezeny zdola (resp. shora):

a)  f(zy)=In(G-22=3%), b) glz,y) =e", ©)  flzy)=hn(*-22-y),
d) flz,y)=e =, e) flz,y) = 33133% ) f) flz,y) = Zz Igv 2

z—1)>% z? T
O Jen=nC W jep-n(Z+1), ) few=wal,

3 ol z; i L 1 _ 1
.') f(z!y)_a‘r(:tgl_l_zy! k) f(xsy)'— \/ml l) f(z!y)_ mr
m)  fe)=vEhy,  m) e, o) Sy =eVi
1 1
p) f(z?y)_ \/zz+2xy+3y2' Q) f(miy)_m'

5.3.2. Funkce g jedné prom&nné ma derivaci ve viech bodech intervalu (—o0, ), A je libovolna kon-
stanta. Ukazte, Ze funkce u(z,t) = Ae~5 g(3t — 2z) vyhovuje rovnici

i AL - 2
2 En (z, t)+3 % (z,t) 10u(z,t) ve viech bodech (z,t) € E
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5.3.3. Funkce g jedné proménné mé dv& derivace ve viech bodech intervalu (—o0,00), 4,B,a jsou
libovolné konstanty. Ukate, Ze funkce u(z,t) = Ag(z — at) + B g(z + at) vyhovuje rovnici

agtz—;‘(:c,t) - azg(z,t) =0 ve viech bodech (z,t) € E®.

5.3.4. Funkee f dvou proménnych z;, T, mé v oteviené mnoziné G C E? derivace druhého fdu a kazda
2 dvojice funkei ys, y» jedné proménné ¢ mé dvé derivace na otevieném intervalu I. Pfitom pro kazdy
bod ¢ € I je (v1(t),y2(t)) € G. Vyjadfete prvni a druhou derivaci funkce h(t) = f(y1(t),y2(t)) podle t;
pfi zapisu vysledki nevypisujte argument ¢ a vnitfni funkce derivaci funkce f. PouZijte také indexi pro
oznadeni derivaci, nebot takovy zépis je jednodussi.
5.3.5. Funkce g zavisi na dvou proménnych (u,v) € E? a ma parcidlni derivace druhého fadu ve viech
bodech. Na mista prom&nnych (u,v) dosadime funkce, kieré jsou pojmenovény ve shodé s pr ménnymi,
na jejichZ mista budou dosazeny. Tyto funkee jsou u =3z +2yav=z—-y.
a) Napiste vjrazy, kterymi jsou ddny pryni dvé derivace funkce z(z,y) = 9(3z + 2y, —y) .
b) Spoditejte hodnoty prvnich a druhych derivaci funkce z v bodé P = (2,—1), kdyZ znate tyto

hodnoty derivaci funkce g v bodé @ = (4,3):

9u(Q) =3, 9,(Q) = -2, guu(Q) =1, gue(Q) = =2, g0u(Q) = 3.

5.3.6. Funkce g ma stejné vlastnosti jako v predchazejici iloze. Na mista argumentii (u,v) jsou dosazo-
vény funkceu =3z —yav=2". .
a) Napiste vyrazy, kterymi jsou dany prvni dvé derivace funkce z(z,y) = g(3z —y,z?).

b) Spoéitejte hodnoty prvnich a druhjch derivaci funkce z v bodé P = (3, 5), kdyZ znéte tyto hodnoty
derivaci funkee g v bodé Q = (4,9):

9.(Q) =-1, 9,(Q) =1, 9uu(Q) =1, gu(Q) = -1, gvu(Q) = 3.
5.8.7. Napiste diferencial funkee f(z,y) = ¢(2z%y) v bodé (zo,y0) = (—1,2), kdyZ vite, Ze ¢4 =—%.
5.3.8. Spoéitejte tyto derivace vy3&ich radd

_"-63 gL b am+n m, n - ")
a) dzdy0z SR ) Bzmoyn z™y"™ pro prirozena m,n,
-2 8 %
2 0z20y? z+vy '’ d) 520y sin(zy*).

5.3.9. Funkce g mé dvé derivace na (—o0,00). Spoéitejte viechny prvni a druhé parcidlni derivace
funkee f(z,y) = g(z). Dokaite, 7e plati 22 foz + 22y foy + ¥2 fyy = 0 ve viech bodech (z,), y # 0.

5.3.10. Funkce g proménnych u, v ma dvé derivace na E2. Spoéitejte vSechny prvni a druhé parcidlni

derivace funkce dané predpisem f(z,y) = g(z +y,2* + 7).

5.3.11. Funkce f m4 v bod& (zo,y0) derivace viech Ffadd.

a) Pro dvé realné hodnoty h, h, definujeme funkci g jedné redlné proménné ¢ vztahem

g(t) = f(zo + hat,yo + hyt) .
Spotitejte derivace viech fadil funkce g v bodé ¢ = 0.

b) Znéme viechny hodnoty viech derivaci funkce g v bod& ¢t = 0, proto formalni Taylorova fada
déva toto vyjadieni: g(1) = Yoeyp 9%@-. Ponévadz ale g(1) = f(zo + hz,¥0 + hy), miZeme
pro obecny bod (z,y) z ,malého“ okoli bodu (zo,yo) ziskat aproximaci hodnoty flz,y) tak, ze
vezmeme hy =T —To a hy =y — yo. Potom je g(1) = f(z,y), a zminéné Fada vlastné odpovida
hodnot& f(z,y). Provedte pro funkci P(z,y) = 2z% + 3y* + 2y a bod (2o, %0) = (1,—1). Piettéte
z odvozeného vyjadfeni rovnici tené roviny plochy z = P(z,y) v bodé (1,-1,4).

-
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ResZeni. _
5.3.1.a) O = D(f) = {(z,y) € E* | 2% +y® < 5} , funkce je omezena shora hodnotou £(0,0) =In5,
, a -2 d -2 & —2(5+ 22 — 3>
zdola neni omezen4, 8f (z,y) = '5_22—{”2’ 55(3,9) 5T zzv 7 6::{{ ) = —('E)(-I—'*’z—y:)lz—)’
&f _ 4y ’f _ =2(5-7*+¢?)
m(msy) = (5_2:2 _yz)gv W(I’y) = (5_32 = 2)2 '
b) O = D(g) = {(z,y) € E* | y # 0} , funkee je omezena zdola nulou, shora neni omezena,
! 2
gg( Y) = 139 z,y), g (z,9) = yzmy( sY); %(z,yh %9(3,3)- g—gy(z,yh Lysﬂ'—)ﬂgtz.y),
d%g 2:.':(2z+3y2)
ayg( y) yﬂ (w!y)!
¢)0=D(f) = {(z,9) € B® | y < (z-1)* -1}, ﬁmkcenmnomeuenﬁzdola,amshora,
af( 2(5: 1) Of o oy sl SRS —2(2? -2z +y+2)
2’) 2zy&y; 2zy8::2' (z2—-2z—y)? °’
a*f . 2z-1) f -1
m(ziy)‘_(xg_2m__ )2162( 1y) _2:__-9')2-;

d) O = D(f) = {(z,y) € E? | z # 0} , funkee je omezend zdola hodnotou nula, shora neni omezend,

el 2 2
2 (o) = =020 ), W) = 2 ), Gy = EHED LD g,y
i —2y(z+y?+1 i Az + 242
azgy(m y) = sz—)f(:c,y), ayf; v) = —(Fx—”f(r,;f-),

e) O-= D(g) = {(z,v) EE2|y;EI}} ﬁmkcena.uomezenézdola ani shora,

-
v

g—f( y) = (@ +y)zy’e’, —-(I y) = zy(—z + 3y)zv’e’, i 2(3,9) = y(z + 2y)zy’e

T2 — 2
Biggy(x,y) —(—z +:cy+3y );,,-y e . %(z, = z( 4;7y+6y )zy .

+y
f) O = D(f) = E? , funkce je omezené zdola hodnotou —1 a shora hodnotou 1, gf (z,y) = (e‘i-:W’

af —2e*tV  §2f —2exHU(e* —eV)  Bf _ 2emty(er — oY)
'a";(siy) (ez_l_e;,)g! 83:2( Y ) (ex_'_e'.)s H aza,y(ziy) . (ez_i_ey)g ’
*f —2e*t¥(e* —e¥)

Ey_j(ziy)= (e* +ev)? ’
g)0=D(f)={(z,9) €EE*| >0 A z#1 A y>0}u{(z,y) EE* | <0 A y <0}, funkce

ad 1 8 -2 it
neni omezen4 zdola, ani shora, a—‘f(x, y) = z?;- 11) gi( T,y) = 7 33);( y) = ﬁ,
o f X % f -1
aa(’) 162(1y) ygl
h) O = D(f) = {(z,y) € E? | y >0} U{(z,y) € E* | y < —=} , funkce neni omezen4 zdola, ani
of __2z Of R ; 2A—z*+y) O%*f —2z
shora, 'a_z(z$y) 33+y ay( )y) y(zg_l_y) 81‘2( 2 Y ) (32+y)2 '3.1:5y( ly) e (I2+y)3:

321‘( s z*(z? + 2y)

2@ +y)?’ \
i) O =D{f) = {(z,y) E E? I y # 0} , funkce je omezena zdola hodnotou —1ir a shora hodnotou 3,
B,f o BN f L —2zy m —y?
Bzf( 2zy

:y) m’yg_)g:
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j) O = D(f) = {(z,y) € E* | zy # —1} , funkce je omezemi. zdola hodnotou —1 a shora

af 1 af =1 —2z o*f
hodnotou %I, E(:,y] = 1_’__:2' a(l‘ay) = 1+y23 832( :y) (1+$2)2| oz 3 (:c,y)

>*f _

A

k) O = D(f) = {(z,y) € E* | y> —z°} , funkee je omezen4 zdola hodnotou nula, shora

—3z% = 3 943 ﬂ 0 __1 = S

omezenénem, 5e (:-: y) = 2@ gt - 322 3(z,y), ay(I,y) = @it 33 (z,y),

&1 3a(52° — 4)) _ . o

azg( 'Y ) T(W = 2 (533 -4y)f5(z! 9)! azay(z’y) — m 9 2f5(z,y)

o’f 3

a_yg‘(zry) = W = %fﬁ(z’y), 0 &

1) O = D(f) = {(z,y) € E* | —y* <z}, funkce je omezen4 zdola hodnotou nula, shora
O gyl ati g o T

nenf omezens, o= (z,y) 2@ -33(=y), ay( 1Y) = y_)§ = —yf*(z,y),

> f 3 = o 3y -

Ig( z,y) = TT)% = 2%(=,y), m(%y) = m =S¥ (z),
o*f _ —z+2y?

Fyg(zly) = (x_'_yz)g = (—:r+2y2)f5(z,y),
m) O ={(z,y) €E* | 0<z A L<y}U{(z,y) €EE*| 2<0 A 0<y<1}, funkce
i In
/e = $v S @),

je omezené zdola hodnotou nula, shora nenf omezen4, %{m,y) =

of _=z gl O L T
ay ly) 2y.J—In— f ( !y) 3 2(3:3’) 3 4(31]1]';)% - 4]II yf (z!y)!

o’ f 1 s e —z%(1 4 2Iny) _ —z}(1+2Iny) ,_,
_3zay(”’” Gk~ & (z,9), z(x, ) = PRETET S 7 I (z,y),
n) O=D(f) ={(z,9) €E* | 2>0 A y < 0}U{(z,y) € B | z<0 A y >0}, funkee je
omezend zdola hodnotou 0 a shora neni omezen4, gf( y) = (l_y?ew ye®=V f3(z,y),

o5 LV s *f _ YR+l 2zy\ 22y ¢5
ﬁy( y) = m = ze*V f*(z,y), 92 (z,9) = —m)g— =y (2 4+ e)e® f2(2,y),

- 2zy\ .22
aa:éfy( ) = ((acyi+ 1)(:._(?;:”);)& et = (22zy + 1) + (zy — 1)e*™)e®*¥ f5(z, y),
g:.:( Y ) 2 i&?"—:::-—:)ez:i = 32(2 1k e?:y)e2zyf5(z, y)l

0) 0= {(z,y) € E? | 2* <y} , funkce je omezens zdola hodnotou nula, shora nenf omezens,
af _ —geVV® g af L uevrsE?
az(x!y) — \/y 23 = \/y f(z'y)i B_(z ) \/_ \/—f( sy)r

(@ Vy — 2% —y)e "“" _ @Vy-22-y) .40

822 @Y = (v—22)} (y—22)F

&f _ 21— +/y—a?)e ”"’=z(1—\/y z2)
32:53:( ) = 2(y — z2)% T 2y- 2)5 f(z),
Ll = ST
oy 4(y —22)} ay-zF Y
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p) O = D(f) = {(z,y) € E*| (2,y) # (0,0)} , funkce je omezené zdola

(a2 + é:y++y; 2 —(z+ ) (=),

hodnotou 0 a shora neni omezen4, %(m,y)

3y( n1) = sy = e+ W)

Ten) = ot W = 2a(e + ) 0),

T = T LN = 0 4 sy + )

% y) = (szf:yf‘;ﬁg)g = 6y(2z +3y)/*(z,),

q) O =D(f) = {(z,y) € E* | 2* <y* +1}, fun.kce _]e omezen zdola hodnotou nula, shora neni
omesent, 5L 0,0) = T =3 = 5w, G o) = Tt = @)
P = 2R = (a4 4 D), ) = iy = -3 o),
ko) = o = (@ + 2 - D)

584 G5 = 2L+ 5L th ' = forth + Feu U,

d’h _ &*f *f 9.

0% f
peerdleg- B el 2 “d raing !
dt2-~ 922 (v1) +3$§ (2) +23316I2y tht g 6 yl 822 7

hﬂ‘ = f:;z; (y;)2 + fzgzg (b‘;)a + 2.f=’1=3 y;. y; + fz1 y‘:,, + f:B: y2 *

5.3.5. a) Ze = 3Gu + Gu, Zy = 29y — 9v, Zez = 9Guu + 69uv + Guu, Zzy = 69uu — Guv — Guu,
Zyy = 4Guu — 4guy + oo -

b) z:(P) = 7, zy(P) =8, zz2(P) =0, 2:y4(P) = 5, zyy(P) = 15.

5.3.6. a) Zz = 39u + 2xqy, Zy = —Qu; Zzz = 90uu + 12294y + 4329140 + 20y, Zzy = —3%uu — 2TGuv,
Zyy = Guu- b) 2:(P) = 3, 2y(P) = 1, z22(P) = 83, z,4(P) = 3, zw(P) 1L
5.3.7. df(—1,2) = 4dz — dy. 5.3.8. a) (1 + 3zyz + 2%%2%)e , b) m!n!, c) 2.
d) 2(1 — 22°y*) cos(zy?) — 10zy® sin(zy?) .

i " —-T-'"‘i' 33""‘2 !
5.3-9-f==%,fy=—,fu pfw (%—33’9’),&”:.(91’4 yg')

5.3.10. f; = gu + 229y, fy = Gu + 2Ygv s fzz = Guu + 4TGuy + 43390!4 + 29y,
fzy = Guu + 2(T + ¥) Guv + 4TYGuvv fyy = Guu +4YGuv + 41»'291:0 + 2g, .

36(z—y)
(z+y)®’

5.3.11. a) Pro derivace plati K )
(n) F(z0:%0) 2k 1n—i
g™(0) = kzﬂ()—-——amkay” [\l g
b) Pro hodnotu f(z,y) mame

= 1 (& (n) 8 f(zo,10) =
f(%ﬂ*tgﬂa(g(k)W@—mo)k(v—yﬂ) k)-

Pro kaZdy polynom jde o pfesné vyjadfeni; proto plati vztah
P(z,y) =4+3@z—-1)=5y+1)+2@-1)*+(z-1)(y+1) +3(@y+ 1)
pro véechny body (z,y). Rovnice tetné roviny je z = 4+ 3(z — 1) — 5(y + 1).
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5.4. Regresni pfimka

5.4.1. Je dano n dvojic (z1,41), - - - , (Tn, yn) redlnych Eisel. Témito dvojicemi jsou urceny dva vektory 7 =
(21,.--+%n) 2§ = (¥1,- - -, ¥n). Budeme pfedpokladat, Ze ani jeden z vektorti # a §f nem4 v3echny slozky
stejné. Hleddme takové konstanty a, b, Ze hodnota funkce

F(a,b) = Z(yk — azg — I:u)2
k=1

je minimélni. Pfimka y = az + b, v niz a, b jsou &sla, pro ktera funkce F' nabyva minima, se nazyva
regresni primka. Rovnice pro stacionérni body funkce F na E* jsou

n

Z(yk"fuk—b)mk=01 Z(yk—ﬂl‘t—b]=0- (1)

k=1 k=1
Oznatime 7 (resp. §) aritmetické praméry n-tic z1,...,Zn (resp. y1,... ,¥Un); Pro né plati

n n
nT = ka y NY = Zy&-
k=1 k=1
Druhy vztah v (1) je ekvivalentni se vztahem S r_i ¥k — @Y gy Tk —nb = 0, ktery uzitim aritmetickych
priimé&rii pfejde do tvaru
b=7—at. (2)
Jestlize druhy vztah v (1) nisobime %, dostdvdame

Z(m —azp —b)T=0.
k=1

Kdyz posledni vztah odetteme od prvniho vztahu v (1), ziskdme

Z(yk —azk —b) (zx — E‘)= 0.

k=1
Jestlize sem ze vztahu (2) dosadime za b, dostaneme ihned

n

> (s —7) —alzk — 7)) (zx —2) =0,

k=1
odkud pro hodnotu a dostaneme koneéné relaci
0 (@ —2)° =) (e —7) (& — 7). (3)
k=1 k=1

Zavedeme jeSté dva vektory

X=@1-F..s2n—3F), Y=01 =02 ¥ —7)
s jejichz pomoci lze vztah pro a zapsat ve tvaru

aXP=X-¥, ()

kde | X| oznatuje délku vektoru X v E" a X - Y skalarnf souéin vektort X, ¥ v E™. Abychom odtud
mohli vypotitat a, je tieba zajistit, aby |X| # 0. To je ekvivalentni s tim, Ze X #0, a tento predpoklad
je splnén vzhledem k tomu, Ze pfedpokladame, ze v posloupnosti z1, . . . , z, nejsou viechna &isla stejnd.
Ze stejného ditvodu je také Y # 0, a proto mizeme definovat &islo

n

> (@x — ) (y& — )

1 k=1

Tzy =

Pl >
| =<

‘ 2

| 7 n n ’
\] Y (@ - f)zJ > (-9

k=1 k=1
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které nazveme korelagnim koeficientem zadané posloupnosti dvojic (Z1,41);-- -+ (TnsYn) - Ponévadz pro
skalsrni soutin dvou nenulovych vektord X, ¥ platf X -7 = |X||V|cosep, kde o je tihel, ktery v E"
sviraji vektory X a Y, vidime, Ze rz; = c0Sp. Proto |rzy| < 1. Koeficient a se najde ze vztahu (4), ktery
lze piepsat pomoci korelaéntho koeficientu do podoby
7|
= = T2y - p 5
T (5)
Koeficient b se potom uréi ze vztahu (2). Spocitejte 72y, @, b a rovnici regresni pfimky pro dvojice bodii
EI.) (77 6): (3s 2)? (ﬁa 8)? (41 0)! b) (31 4); (4v 1)! (61 _5)1 (71 ""8): C) (31 5): (11 2)) (71 1): (95 4)*

a

5.4.2. Ukaite, Ze pro a plati

n
= Z:kyk—n'z‘i
a=x-?=k=1
TP & ‘
l ] zzi_“’fg
k=1

5.4.3. Sledujte postup gasti 5.4.1 a pro dvojice (z1,11),-- - (zn,yn) odvodte vztahy pro ty velidiny @ a
b, pro které nabyva funkce

n
Fa,b) = (zx —ays - B)?
k=1
svého minima. Vzdalenost bodu (z,yx) od piimky = = ay +‘5, je tedy méfena ,ve sméru® osy z — na
rozdil od funkce F, v niz vystupuje vzdilenost bodu (zk,yx) od piimky y = az +b méfend ve sméru
osy y. Potvrdte, Ze obé pfimky prochézeji bodem (Z,7)- Potvrdte, e pro rzy = £1 jsou pfimky totoZné,

5.4.4. Pii uréeni regresni pfimky jsme vzali stacionarni bod (dvojici (a, b) splijici vztahy (1)) anestarali
jsme se, zda se jedna opravdu o bod, v némz funkce F1 nabyvé svého minima. Za predpokladu, Ze mezi
gisly Z1,...,Tn jsou alespoil dvé riizna, lze ukazat, Ze

: . Al 2 —
lim min{F(a,b) |r* < @ 4+ b’} =oc0. (*)
Dikaz tohoto tvrzeni je pon&kud komplikovany, a proto jej vynechame.

a) S jeho pomoci viak vysvétlete, pro€ hodnoty a, b, které spliuji (1), reprezentuji bod, v némz
funkce F' nabyvé svého ostrého globalniho minima.

b) Dovedete si predstavit hladkou funkci dvou proménnych na E?, kterd ma pouze jediny staciondrni
bod, ktery je bodem lokdlniho minima, pfitemz funkce neni omezena zdola?

5.4.5. PoZNAMKA. Vektor X miize byt také definovén vztahem X =7-7%1, vnémz 1 je vektor, jehoZ
véechny slozky se rovnaji 1.
5.4.6. Funkce u (resp. v) je linedrni v proménné z (resp. ¥), tj. u = k1z + q1 (vesp. v = kay + ¢2). Ke
dvojicim (21,91), - - -, (n,yn) piifadime pomoci zminénych funkei hodnoty u; = kizj + q1 (resp. v; =
kay; +g2). Odvodte, jak souvisf Kkorelagni koeficient dvojic (u1,v1),- -, (tn,Un) 8 korelaénim koeficientem
dVOJIC (mhyl)! vieny (zﬂ:yﬂ) .
5.4.7. Napiite systém rovnic analogicky k (1) pro koeficienty kvadratické regresni kiivky y = az’+pfz+7.
Minimalizuje se funkce
n
Gla, Byy) = Y (uk — ez} — Bk — 1) -
k=1
Jak vypadaji soustavy rovnic pro koeficienty polynomidlni regresni kiivky stupné tii a vyssitho?

Refeni. 5.4.1.8) 1oy =08,a=16,b=—4,y=§z—4,b)r5y = -1, 0= —3,5 =183,
y=-3z+13,¢)rzy =0,a =0, b = 3,y = 3. 5.4.3. Pro hodnoty a, b méame vztahy
&[?P —X.Y,b=7%—-ay.5.4.6.Pro stfedni hodnoty plati t = k1T +q1 a v = ko7 + q2-
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Proto, kdyz pieme @ = (u1,...,un), 7= (01,-..,0n),je U =@ -Gl =k (EF-z)) =k X a
V=i-vl=k(@-7l) =kY. Proto r;y = rusiga(ki)sign(kz) .
5.4.7. Koeficienty a, §, v musi vyhovovat soustavé linedrnich rovnic
n n n
> (v — ozt — Bz — )22 =0, > (i — axi — Bz — 1)z =0, > (uk —az} —Bzi —7) =0.
k=1 =1 :

k=1 ht

5.5. Dvojny integral

5.5.1. PRIKLAD. Na ,rozumné* omezené souvislé oteviené mno-

#in& ) (ohranifené konetnym poctem tsetek a jednoduchych ob- &)
loukdl) mime integrovat funkci f, kterd je spojitd na uzavéru
mnoziny ). UkaZeme, co se rozumi hodnotou dvojného integralu,

pro ktery se pouzivd oznadeni

/ f(z,y)dzdy.
Q o = b 1

di=)

Mno#inu () promitneme na osu ; dostaneme interval (a,b), jak je znézornéno na obrazku. Pro kazdé
¢islo z € (a,b) oznatime 2, mnoZinu t&ch y, pro které je (z,y) € Q. (To je kolmy priimét na osu y
primiku mnoziny Q a pfimky rovnobézné s osou y, ktera je vedena bodem z.) Na obrazku je mnoZina §2;
tvofena intervalem (d(z), k(z)). To je nejjednodussi pfipad, nebot tato mnoZzina miize byt slozit€jsi, nez je
interval. (Kdyby 8lo o rovnob&zky s osou z, obrazek ndm poskytuje pfiklad, v némz spolecna ¢ast takové
rovnob&zky a mnoziny ) miize byt tvofena dvéma intervaly.) Obrazek v3ak predkladé velmi jednoduchy
pfipad (a jinymi se zabyvat nebudeme), v némZ pro kazdé z)€ (a,b) je mnozina Q. intervalem. Kazdému

takovému z pfifadime hodnotu
f f(zy)dy.
2,

Tim je definovéna funkce proménné z na intervalu (a, b). Jeji integraci vzhledem k z dostaneme hodnotu
dvojného integralu. Plati tedy

[ tepaa=[ ([ seviw)e.
) L)

Pfi opatném poradi proménnych je

// f(:c,y)dxdy=j;d(ff(z,y)dw)dy,
Q

nb‘
kde ¢ a d jsou krajni body intervalu na ose y, ktery je kolmym priimétem mnoZiny ) na osu y.
Hodnota integralu je vysledkem limitniho procesu, ktery popiSeme, abychom ziskali pfedstavu, cemu
hodnota integrélu odpovidd. Vezmeme dv& kladnd (mald) &isla A, a A,. Soustava piimek z = iz,
j € Z, (rovnob&nych s osou y) spolu se soustavou pfimek y = kA, k € Z, (rovnob&nych s osou z)
rozdéli rovinu na obdélniky

Ojx={(z,y) € B? | jA: <z <(+1)A: A kAy <y <(k+1)A,}
s obsahem A A,. V kaZdém obdélniku Oj x, ktery je ¢dsti mnoziny 2, vybereme libovolny bod Pjx se
soufadnicemi (&j,k,74,k) & vytvorime Cislo

I(Azs Ay) = E -f(&j.h qj.k) Az Ay .
O;xCQ




R —— ..

76 _ DvVOJNY INTEGRAL

Pokud je funkee f kladné na 2, toto &islo aproximuje objem télesa
{z,,2) € B®*| (z,y) €Q A 0<2< f(z,0)},

pfiemz se objemu pfiblizime tim lépe, &m jsou &isla A, a A, mensi.
Pro bézné oblasti se d4 ukézat, Ze existuje éislo I takové, Ze

Ve 36: (Az<8) A (A, <8) = [I(Ag,A) —I| <e.

A toto ¢&islo 7 je vyde popsany integral.
Napiiklad pro oblast Q tvaru pilkruhu poloméru r, tj.
Q= {(z,y) € E? | 2 +y* <’ Ay >0},
a funkci f(z,y) = y postupné dostavame:

: 3t vr’-—z’ ™ y=vri—z r
— =i 2 =L 2 2 dz=g 3
J[vietn= [ ([ ven)ammd [[RI7 =t [ -t
Q

Je viak mozné postupovat i takto:

/fydxdyzfn’(f_\/;ydm)dy=2/ ymdy—_%[,. —y )%] =23
Q

5.5.2. Pro G ={(z,y) | a <z < b,e < y < d} zapisujeme

..—.//f(a:,y)dzdy f /f(x,y)dy f ff(-'ﬂ»y d-"’)
G

=f:/cdf(m,y)dydm=ff:.f(w.y)dzdy=
=/:dsz(z,y)dy=/:dyf:f(z.y)dz

Pokud lze funkci f zapsat ve tvaru f(z,y) = fi(z) fg (y), pro integral plati
b d '
1= [h@ds [ peay.

5.5.3. Najdéte hodnoty integrali a nakreslete oblasti, pfes které se integruje:

1 T 1 z i T 1 "
=[d:r/ zygdy=[ f ry’dydr , Ig:f d:r/ zydy:] / zydydz.
0 z? 0 Jz2 0 zd 0 Jzt

5.5.4. Spocitejte //(z —y)?dzdy, kde G je obdélnik {(z,y) |0 <z <a,0<y<b}.
G

5.5.5. Spocitejte.objem t&lesa omezeného plochami

a) a:=0,y=0,2z+y.=2,z=0,z=z, b)- z=0,y=0,z+y=1,2=0,2z=2>+7?

c) P=z2x=12=0,2=1, d y=@E+13y=0z=12=0,2=u=z,
e) z=0,z+y?’=4,2=0,z=1+1y3 f) y=z,y=2>—-2z,2=0,22=uz,
g) z=0,y=0,2=0,3z+12y+42=12, h) z=4,y=0,y=x,z2=0,2=y,
i) w;4,y=0,y=ﬁ,z=0,z=z, i) z=3,y=0,3y=z,2=0,z=2zy.

Refeni. 5.5.8.1) = &, I, = &. 5.5.4. Lab(2a® — 3ab+ 2b%). 5.5.5. a) },b) §,¢) §,4d) &,
e) ¥ 1) %, g)2,h) 4, )"‘l i) %



LINEARNI ALGEBRA

6.1. Gaussova eliminace, vektory a matice

6.1.1. Gaussovou eliminaci spoé.ltejte feSen{ soustav linedrnich rovnic, feSeni zapiste ve vektorovém tvaru
a udélejte zkoudku:

8) 85 -2 - z3=1, D) 22— y+z= 4, © LA+ g = 5,
22y + 22 + 223 =0, z+ y—z=-1, 2 + 3y + y3 = 1,
4ry — z9 — 2z3 = 6, 22 + 3y —z= 2, 20 + y2 + 3y = 11,
d) 32y — 220+ 223 =3, © 2 + 4z, — dmy = 2,0) 2 — 3, + 205 = 3,
2z + 3z — 313 = 2, 5zy + 18z, — ldz3 = 9, 21 — 234+ 23 =1,
3z; — 1bzs + 15z3 = 3, 3y — 239 — 223 = -1,
g) z1 + 239 + 3x4 = B, h) 321 + 5z9 + 4z3 — 334 = 0,
21 — 23 4+ 33 + T4 = 4, T + 219 — 323 + 334 = 0,
Ty + 2T9 + 33 + 224 = —1, Ty + 439 — bSz3 + 324 = 0,
Ty + 322 + 3z3 — =Ty = 5, 3zy + 523 + 223 — 34 = 0,
i) 2zy + T2+ zZ3 + T4+ a5 = 1, J) 221 — 320 + 633 — 6z4 + 425 = —5,
Ty + 22 + z3 + T4 + T35 = 0, m;+2z;+3x3+4x4+235= 1.
Ty + ®y 4+ 233 + 34 + 3H; = —1,

6.1.2. Najdéte vSechny vektory z E® kolmé na vektory ,—:l
a) a;=(1,21,21),a;=(31411), - b) a@=(,-1,1,-1,1), @& = (-3,3,-3,3,-3),
c) d=(3,-1,7,0,-1),a = (3,-2,5,-3,1),d3 = (1,-1,1,-2,1).

6.1.3. Najdéte hodnotu parametru & tak, aby posledm z uvedenych vektor byl linedrni kombinaci
piedchazejicich, kdyz

a) @=(1,23),7=(1,1,2),7=(§21), b) =(5,2,-3),5=(2,3, —4),&= (4, 55), ,
C) E—_-(l._]-'g;l),g=(2y1g_1:*1)9 ¢= (41'_113!1)1 _(1 4 E: )

6.1.4. VySetfime, zda vektory :
a=(1,2,2,0),- b= (1,2,1,-3), &=(2,3,4,-3), d=(1,3,—1,—6)
jsou linedrné zévislé. Tak tomu bude v piipadé, Ze existuji koeficienty t;, 22, 3, £4 takové, ze
113+ tob + t3+ tyd =0 (%)
a pfitom se mezi nimi najde aspoii jeden nenulovy. RozepiSeme-li vztah () po slozkdch, dostaneme
homogenni soustavu linedrnich rovnic pro koeficienty t;,s, 3, 4.

a) ReSenim této soustavy rovmc overte, Ze takové netrividlni FeSeni je th= 0,00 =-3,t3=1,t4 =1.
To ukazuje, 7e 3b—¢—d =0, a proto vektory jsou lmeé.mé zavislé.

b) Ukazte, Ze pokud se rozhodneme vyjadfit vektor @ jako linedrni kombinaci vektord b, € a d, tj.
hledat E:sla. u, v a w tak, aby platilo "
ub +vé+ wd = a,
nebude mit soustava nehomogennich linedrnich rovnic pro koeficienty u, v, w feSeni. Tento vypo-
et problém linedrni zdvislosti vektori nevyfes. Postup, ktery v kazdém piipadé déva odpovéd,
Je ten, ktery vychézi ze vztahu () a ktery vede k homogenni soustavé linedrnich rovnic pro koe-
ficienty i,, t2, 13, t4 linedrni kombinace zadanych vektorti.
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6.1.5. Rozhodnéte, zda uvedené vektory tvoii skupinu vektori linedrné zavislych; pokud ano, vyjadrete

jeden z vektorii jako linedrni kombinaci ostatnich (a ovéite, Ze odvozeny vztah zadané vektory opravdu
. splijf), kdyz

a)’  a=(1,2,-3,1),5=(-21,-1,2), &= (4,2,-3,5),d= (-4,3,~4,-1),

b) a=(2-221),b=(1,-11,1),&=(1,20,2),d=(21,12),

¢ a@=(3,5-24),5=(5213),¢=(1,1,3,-2),d=(-1,2,-2,1),

d) a= (2, 1, —1, 2), f;': (1, —1, 1, —'1), = (39 "'ls 11 1)1 &.= (2: _ll 11 _2)

6.1.6. Ukaste, 7e vektory @, b, & d v kaZdé z t&chto skupin jsou linedrné zévislé, af vektory i, iz, U3,

4 bereme jakkoliv, tfeba z prostoru R™ pro libovolné pfirozené n:

a) @= 2 — 3+ 2ils + 5ily, b= T + s, E=1ly + 1, d =14,

b) @ = 20 + 3ii + 4ls + Bila, b = 3y + 2y + s, €=ty +ily, d = T + 3.

6.1.7. Najdéte hodnost matice

1 a ax a3 3 -1 1 2 R i
0 1 b b g &g 8 3 ™ Sofa=g
a) 0 0 1 ¢l ) 3 40 1) c) 9 -3 -2 -2
0 0 0 d -1 ah2 PR T S

6.1.8. Ctvercovou matici Y nazyvime antisymetrickou, kdyz plati Y = —Y7.

a) Ukazte, Ze pro libovolnou &tvercovou matici A je matice X = A+ AT matice symetrickd a mati-
~ ceY = A— AT je matice antisymetricka.

b) Ukazte, ze kazda &tvercovd matice A je souttem matice symetrické a antisymetrickeé.

c) UkaZte, ze diagonélni elementy antisymetrické matice jsou rovny nule.

d) = Rozlozte tyto dvé matice na soudet matice symetrické a antisymetrické:

Al L 9 -1 2
Ar=11 21|, Aa=il 3 28v=9 I\
1 =10 6: 13- &

6.1.9. Ozna&ime F zobrazeni, které vektoru & = (a1, az, as) pfifazuje antisymetrickou matici typu (3, 3)

predpisem A———
F (ﬁ‘) = fla 0 —a .
=

(19} ay 0
Cemn je roven soutin F(a@) b matice F(d@) a vektoru b € B3, kdyz vektor b chapeme jako vektor sloupcovy,
tj. povazujeme ho za matici typu (3,1)?
6.1.10. Procvitte si nasobeni matic tim, Ze ov&fite spravnost vztahti

3 =4y sae g 3 '; 6 1 3
7 =3 =3 =2 19 3|=[4 -1 -3/,
=9, Sl oA B ¥ n-3 WG
=4 8.0 L U PR § € syl sy deisg
G g 2 =201 2)l=(=1. 25 14 22},
-2 3 -1 —1...3 =2 1 5r=15. =8 13
6 2. 2 -6 2 2 (Y 6 2 2.8 a\?
19 =T vt =8| | =18}ias _3) =1 -2 R A s -2
-15 10 7 10 1= 1) =1 S0 7 Mok = 1l
9 2 .2 -9 3 3 -2 9 2 2 -9 =2

6.1.11. Ctvercové matice B ma v prvnim fadku a na diagonale jednicky,/ostatni elementy jsou rovny
nule. Popiste vysledek BA nésobeni matice B a matice A slovy. Matice A je libovoln4 matice, pro kterou
je nasobeni definovéno. Jaky je vysledek nésobeni C'A, kdyZ C ma4 na diagonéle jednicky a jediny dals
nenulovy prvek je na mist& (j, k), k # j? Jak vypad4 matice D, pro nfZ DA je matice, kterou dostaneme
z A vzéjemnou vyménou Fadki i a j? Jakym maticovym nésobenim manipulujeme se sloupci matice A?
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6.1.12. Jsou déna &sla A, = —1, A2 = 2, Az = 1 a Sest vektoril zapsanjch jako matice typu (3, 1):

Rk ee (3] - ) () ~-(2)

Spotitejte matice Py, P; a P definované takto: P = VW, P, = VaWT , B =V;WT.
Spoéitejte matice Py + P» + Ps, PZ, P§, P§ a PP pro j,k=1,2,3,j # k.

Spotitejte matici A, ktera je ddna pfedpisem A = A1 Py + A2 P2 + X3 Ps.

Ovitte, Ze AV; = \;V; a W] A= \;W] pro kazdé j =1,2,3.

Spotitejte V' Wi a WIVi pro j,k=1,2,3.

Vi=

6.1.13. Jestlize vektory # € E™ zapisujeme jako sloupcové vektory, tj. matice typu (n,1), lze skaldrni
soutin vektortl Z a § zapsat pomoci nasobeni matic -7 = T i7. Pro matici M a vektory fi, f2 spotitejte

matici @, kdyz
Q=FTMf+fFMfz, kde f,:(i;) f;=(g;) ’M=(3 5)

a vektory fi, fa jsou dva kolmé vektory s délkou 1, tj. fT f; = (1) proj=1,22a fiT fo=(0).

6.1.14. Spotitejte k-té mocniny téchto matic:

0 a 00 1100
00 a0 0110
a) A=lo 0 0 E) B=l% 0 1 1 |
000 0 0001 |
|
6.2. Determinanty, inverzni matice
6.2.1. Spotitejte determinanty '
2004 2006 2005 2004 a b L z i
) | 2005 2007" b) 2010 2000]° © |-b af A (F
3 2 —1 42 =2 5 4 2 4 3 -2
&) uls=t. Jil, B 1 -1 4|, g |-6 o0 -5/, h) |5 6 3f,
“« 1% 2 3 -2 0 3 GY=3""4 =7 =2 10
3 5 2 b a 2 1 z y a b 2 T
i) 6 3 -9/, 3§ |1 2 3, k) |1 22 42|, ) (22 2 3,
-4 -2 6 a b 4 1 23 48 b a 5 :
3 2 -2 3 35 3 22 : 3 '
m) [-2 - 3|, =n) [5 § 4], o) |I 3 3 p) |2 % 3|,
3 5 .86 5 3 3 256 81 i
a a a a bh'e T g b 0= =ih
qQ |a b b, #) “la? B2 s) |a 1 ¢ t) |-a 0 ¢f.
a b c ad ¥ & b ¢ 1 -b — 0
6.2.2. Spotitejte determinanty
a 000 125 7 ol =~ G 9 8 7 2 '
0800 -5 5 5 16 15 0028 4 6 3 6 5
) lo0 ol '™ a2 72 s 30 D |eras
00~ 0 21 4 '3 r Toda B8 6 56 7



1 a b 1 e . a . d b e ils il Gab) 0 =1

@) e 1 a ¢ d b 1 0 a sh b a 1l 0
o) Uonant 11* /v (o crh gl SINELIRNEN GRABENh) Tl b 6|

1 S A c a b d 1 b ¢ 0O 1 0 a b

6.2.3. Hodnotu determinantu nepo¢itejte; vhodnymi tipravami pfevedte jeden determinant na druhy:

T3 I :L‘% i 3’? IB?

T3 Tp z3|=|1 2% o=}

T3 T3 T3 x3 23

6.2.4. Spocitejte determinanty
BN, B 2 Epasiae T g0
) v Ses o v gy 2 aene 1
= L A 1 1 14c 1
% & 1A 1 LN 1 did

6.2.5. Ukazte, Ze pro determinant, ktery je sloZeny ze tii vektorii ¥ = (z1,22,73), @ = (a1,a2,0a3),

b= (b, ba, bs), plati

Iy T2 I3 1L
|=2-(@xb).

ay az ag!
by by b3

6.2.6. Pro dané matice spotitejte matice inverzni:

=14 =1 -3 3 4 3 -2 -1 {1]{1]_{1](];
g oz 1], B ei-al. s <4 1]li O] 51 70
00 3 6 5 -9 7 2 3 L

6.2.7. Uréete takové hodnoty parametrii, aby matice byla reguldrni, a potom spocitejte inverzni matici:
b a 1 0 1 .=l
a) A=(_“b _b), b) B=|-1a 1|, ¢ c=|o1 1].
§ 01a 10 a
6.2.8. Matice A, B jsou dany vztahy
0 -1 -1 A0
A=|-1 -2 -1| ,B= 0 -1 v
. & o 1. 1w
s parametry u, v, w. Lze tyto parametry volit tak, aby matice B byla inverzni k matici A?

6.2.9. Tyto soustavy feSte Gaussovou eliminaci, Cramerovym pravidlem a také pomoci inverzni matice
k matici soustavy:

a) 2z + 22 — z3 = -1, b) 27 + 375 + 23 = 1459 c) 3z — 229 + 423 = 5,
-z + =z — 23 = 0, z; + 223 + z3 = —1, -0z + Tzg — 833 = 2,
Ty — 2x3 + 423 = 1, Ty + Ty — 23 = 4, 5zy — 6z9 + Tzg = —3.

6.2.10. Najdéte matici X, kterd spliiuje rovnici

a) Ax+w=2x+0,kdyifi=(_i -f)r*’-"':(-l -1)'0=(3 ;)

b) XA+2C=2X+B-de§A=(—i -g),3=( 0 -1),C=( 1 —2).
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6.2.11. Matice G m4 navzdjem kolmé sloupce, matice H fadky. VyuZijte toho a bez potitini napiste
inverzni matice (nasobte matici a matici k ni transponovanou v takovém pofadi, Ze vysledek je matice
diagonaini):

3 -2 4 -2 2 1
a) G=|-6 1 4|, b) H=l 4 2 .4.|.
6 2 2 3 6 -6

6.2.12. Matice A je ddna jako souéin matic A = V DV ™!, v némZ matice V a D jsou dany.
a) Zjednoduste k-tou mocninu matice A, tj. matici A*, k pfirozené &islo.

b) Najdste vyjadfeni mocniny A* v pipadé, ze D je diagondlni matice s elementy );,...,A, na
diagondle, kterou oznatujeme diag(A;,...,As).

6.3. Vlastni vektory

6.3.1. POozNAMKA. Pokud vektor # vydévdme za pravy vlastnf vektor matice A ¥adu n, ktery pfislusi
vlastnimu &islu A, vidy se presvédéime, Ze plati A7 = A#. Souinem A7 rozumime soudin matice A
a sloupcového vektoru @, ktery ztotoZiiujeme s matici typu (n,1). Samozfejmé, je-li vektor # vlastnim
vektorem matice A, je také jeho kaZdy nenulovy ndsobek vlastnim vektorem matice A, specidlné vektor
opalny —1.

6.3.2. Najdéte vlastni ¢isla a pravé vlastni vektory matic (posledni iiloha ukazuje, Ze matice s redlnymi
prvky nemusi mit vlastni ¢isla redlna):

9{13) o (e S) 0 IS R )

6.3.3. Vlastni ¢isla symetrickych matic s redlnymi prvky jsou &isla redlna. DokaZte to pro matici
a b
(10 1))

6.3.4. Najdéte vlastni &isla (jedno z nich je nulové) a prisluiné pravé vlastni vektory matic:

P 334 7 Sope 30 B g
Al =1 0 1e o Y[ =2 12 25BN B i 6T 2808 1 a3
= 100 —D it -6 —9 9 U=l il

6.3.5. Najdéte hodnotu parametru ¢ tak, Ze nula je vlastnim ¢islem dané matice; potom spoditejte
i ostatni vlastni &isla a ke kaZdému uréete pfislusny pravy vlastni vektor:

S -3 2 -5 1 —4 2 4 2 -10
) [eEEw SRS s S ey e T 2o @y =2 0, 2],
=7 =53 t 2 4 21 36 -6 1, ke

6.3.6. V3echna vlastni ¢isla matic v tomto cvifeni jsou nenulova. Dojdete-li pfi jejich hled4ni k polynomu
tfetiho stupné, budete muset jedno vlastni éislo uhodnout. To piijde lehko, nebot viechna jsou cela &isla
blizk4 nule. Najdéte vlastni ¢isla a pfisluiné pravé vlastni vektory matic:

2 2 2 -5 4 2 3 2 —4 1. 3t
af [F 1 3=l Sepy (P3N EGET o i -1, 1T T
- %01 3.8 1 12 =2 i

v niz parametry a, b, ¢ jsou redlna éisla.
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6.3.7. Pro matici A fadu n je det(A] — A) polynom stupné n. Proto musi mit kazd4 matice tolik vlastnich
tisel, kolik je jeji fad. Néktera vlastni ¢isla mohou byt vicendsobné. Jaké jsou vlastni vektory a pfisiusna
vlastni ¢isla

a) matice jednotkové fadu n, b) matice nulové Fadu n?

6.3.8. Dosud jsme se kromé matice jednotkové a nulové setkivali pouze s maticemi, jejichz vlastni &isla
byla navzdjem riznd. Plati toto dilezité tvrzeni:

Jestlize ¢tvercova’ matice ma n navzijem riiznych vlastnich &isel Ay, ..., An,
pak pfisludné vlastni vektory o, ..., 0, jsou linedrn& nezavislé.

V ptipadg, kdy se nékolik vlastnich &isel shoduje, mize byt situace komplikovana a nemiiZeme ji rozebirat.
Jaka jsou vlastni ¢isla a kolik pfislusnych vlastnich vektorii najdeme pro matice

50 0 2 10
a) 02 1], b) 02 1)
00 2 00 2

6.3.9. Jaky vyznam maji vlastni ¢isla a prislusné vlastni vektory, uvidime v tomto poslednim cviceni.
Je dana matice
8l o6
A=|-2 -3 -2].
-8 -2 -6

Spotitejte vlastni &isla A; a pFisluSné pravé vlastni vektory o; pro j = 1, 2, 3. Sestavte matici V tak, Ze jeji
j-ty sloupec bude tvofit sloupcovy pravy vlastni vektor &;. Ponévadz vlastni ¢isla jsou riizna, matice V
je reguldrni, a proto miizete spoditat matici V—'. Konefné sestavime diagonalni matici diag(\;, A2, Az),
v niZ na misté (j, j) je vlastni ¢islo A;. Spoéitejte matici B = V diag()1, A2, A\3) V. PonévadZ se pfi
spravném vypoctu ukize, Ze tato matice B se rovnd matici A, dostdvdme pro matici A vyjddfeni ve tvaru
A= Vdiag(M, da, Ag) V1.
To je podle cvifeni 6.2.12 vyhodny tvar pro poéitdni mocnin matice A. To by oviem nebyla velka
vyhra, protoze vyjadfit matici v tomto tvaru je pracné; tento tvar je dileZity proto, Ze ukazuje najednou
charakter viech mocnin A* matice A pro libovolné k =1,2,3,....

Resgeni.

6.1.1. a) (z1,22,33) = (1,2,-2), b) (z,9,2) = (1,1,3), ¢) (y1,%2,¥3) = (2,—2,3), d) fefeni

miiZe byt zapsano napiiklad ve tvaru (z;,22,z3) = (1,0,0) + (0,1,1) ¢, kde ¢ je parametr,

e) napf. (z1,T2,23) = (1,1,1) + (2,1,2) ¢, f) napf. (21, 22,23) = (2,1,0) + (1,0,-1) ¢,

g) (z1,z9,23,24) = (1,—1,2,-1), h) napt. (z1,z2,z3,24) = (-2,1,1,1) ¢, i) napf.

(%1, 22,23, 74,25) = (1,0,—1,0,0) + (1,1,1,—4,0) s + (1,1,1,0,—4) £, s, ¢ parametry, j) napt.

(%1, 72, 73,24, 25) = (—1,1,0,0,0)+(3,0,-1,0,0) r+(0,2,0,—1,0) s+ (2,0,0,0, —1) £, r, 5, ¢ parametry.
6.1.2. a) najdeme tfi linedrné nezévislé vektory, jejichZ linedrni kombinaci se d4 kazdy kolmy vektor
vyjadfit, napt. (1,2,0,0,-5), (0,1,0,-1,0), (7, —1,—5,0,0); proto libovolny kolmy vektor Z spliiuje
(21,22, 23, 24,25) =t (1,2,0,0,-5) + ¢ (0,1,0,-1,0) + ¢3 (7, —1,-5,0,0) , ¢; jsou parametry,

b) najdeme ¢Etyfi lineArn& nezavislé vektory, jejichZ linedrni kombinaci se d4 kaZdy kolmy vektor
vyjadfit, napt. (1,1,0,0,0), (1,0,-1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,-1), ¢) najdeme tfi linedrn&
nezavislé vektory, jejichz linedrni kombinaci se d4 kazdy koliny vektor vyjadfit, napt. (1,2,0,0,1),
(1,3,0,-1,0), (3,2,-1,0,0) ; (zadané tfi vektory spliiuji @, = 2d@s — 3ds, a jsou proto linedrné z4vislé).

6.1.3. a) Pro ¢ = —1 plati @ = 3@ — 47, b) pro £ = 6 plati &= 2@ — 3b, c) takova hodnota &
neexistuje. 6.1.5. a) Ano, 2d+b—&—d =0, b) ano, —b+&—d =0, ¢) ne, d) ano, a+3b—F—d = 0.
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6.1.6.2) 3=25—35+8d,b) G+5 = 5(¢+d). 6.1.7. a) Prod # 0 je hodnost 4, pro d = 0 je 3,

b) hodnost je 3, €) hodnost je 3. 6.1.8. a) X7 = (A+AT) T = AT + (AT)T = AT 4+ A=A+ AT =X,
YT =(A—AT)T = AT _(AT)T = AT _4— —(A—AT) =—Y . b) Matice X = 4 + A7 je symetricka
a matice ¥ = 4 — A7 je antisymetricki. Pritom A = X +Y).

1=y =3 o= eT0 91 4 0 -2 -2
d 4=|(120|+(0 0 1|,4=[18 4|+/(2 0 —9].
1 00 0 -1 0 4 4 7 250008 = 0

6.1.9. F(@)b=a x b, kde vektorovy soudin @ x b chapeme jako sloupcovy vektor, tj. matici typu (3,1).
6.1.11. Prvni fddek matice BA je souttem vsech fadkd matice A, pro j > 1 je j-ty fadek matice BA
roven j-tému Fadku matice A. V pfipad® matice CA je jeji Jj-ty Fadek sondtem fadku j-tého a k-tého
matice A, ostatni fAdky matice CA se shoduji s prisluSnymi fadky matice A.

-1 1 -3 0 -1 1 20 2
6112.2) A= 1 -1 3),m=[0 2 —2|,P=[-10 -1)].
1 -1 3 0 1 -1 -1 0 -1
b)PA+P,+P;=1,Pl=P,P}=P,, P2=Py,proj £k jsou matice P; P, nulové.

31 =31 N7

c) A= (-2 5 —8) . e) Pro kazdé j je EGTWj=W;TV}=(I).'ije matice typu (1,1),
-2 3 -6

tedy skaldr. Pro j # k je VJTWk = VVJTV;‘ = (0). 6.1.13. Vzhledem k pfedpokladiim na

vektory fi a f; plati, Ze slozky f3, B vektoru f, se daji vyjadfit pomoci slozek ay, az vektoru f

0 0 > 0
| = 2 00 o0 0:2
takto: (81, f2) = k(a2,—ay), kde k = 1, proto Q = (a+d). 6.1.14. a) A% = 00 0 o0l
00 0 O
k
00 0O aS 1 (1 (g) (;)
Kk
APSOSON 0550 , A¥ je nulova matice pro k > 3, b) B* = =t D6 i)
0 00 O k
e 0 0 1 ()
0 0 0 0 1

6.2.1.a) -2, b) 5, c) a® + b7, d) 2% + 1, e) —64, f) —30, g) —63, h) —13, i) 0, j) 3a® — 3b> — 8a + 105,
k) zy(z - 1)(y — 1)(y — z), 1) a® + 35 — 10ab + 10a — 4b, m) £, n) -1 o) 1 p) —a,

q) a(a—b)(b—c), r) —abe(a—b)(a—c)(b—c), s) 2abc—a® — B2 — 2 + 1, t) 0. 6.2.2. a) —apv4, b) 60,
c) 146, d) 16, e) 2(abc — ab—ac—bc+a+b+c— 1), £) 0, g) a® + b + ¢ — 2ab — 2ac — 2be,

h) (1-(a+b)%) (1+ (a—b)?) = —(a* + b* — 2026 + dab — 1). 6.2.3. Nésobte j-ty fadek z; a
pfevracenou hodnotu z; napiste pfed determinant pro kazdé j = 1,2, 3. Potom se zaméfte na prvai
sloupec. 6.2.4. a) (z +y + 2)3, b) abed + abe + abd + acd + bed.

-6 3 -1 —21 —-47 22 7 -2 3
6.26.a) 1 03 1),b) 1 ( 0 -3 2],¢) %( 4 -8 4),
00 2 -14 -33 15 =19 10 1
1 0 0 -1
PO e S . ,
) 3 0 <11 o 6.2.7. a) Pro a® + b® — ab # 0, tj. pro (a,b) # (0,0), je
1 00 1

gt =1 —nil 1
A3 ——1—-——(“;5 _b),b)proa;é(]jeB‘1=-1§ a a? —a ;
& -1 —-a a®+1
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— 2

1 a a

c)proa#—-2jeC'=——| 1 a+1 -1]. 6.2.8. Prohodnoty u=1,v=—1, w =1 jsou
a+2 1 1 1

matice inverzni. Pfi feSeni je nejlepdi vyjit ze vztahu BA = I.
6.2.9. a) (z1,22,73) = (—1,1,1), b) (z1,29,23) = (3,—1,-2), ¢) (z1,22,23) = (-3,5,6).

6.2.10.a) X = (‘“g _;),b)x= (“; -»13)'

8 0 0
6.2.11. a) Pro souéin GTG plati GTG = ( 09 U) . Proto prvni fadek transponované matice
0 0 36

|
o @ 3""

[3-]
ol oo =

délime 81, druhy 9 a t¥eti 36. Inverzni matice m4 tedy tvar G = (

Bl s Slee
N’
5

9 0 0
b) Pro sou¢in HHT plati HHT = [ 0 36 0 | . Proto prvni sloupec transponované matice
0 0 81
L
27
2
27 =
..l
27

6:3.2:a) M=1, &% =(3)1), %z = =1, & = (LA BY N =1, % = (1,1), Na =—3, % = (1,3),
Q) M =10 =@ —1) Xo=—2;8 = (2, =D a) M= iy = (1) s = —i, T = (1, 1),
8.:3:4.8) & =0, # =(1,1,1), ds = 1, % = (0,1,1); As =—1, & = (1,1,0),

b) Ay =0, & = (1,1,0), do = 1, # = (2,—1,—1), As = —1, i = (1,1, —1),

o) M=0, % =(0,1,1), o= 1, % =(1,2.3), \a =—2,% = (1,3,3),

d) M =0,7 =(1,1,1), =1, % = (2,1,1), Ag = =3, T = (1, -2, —1).

6:3.5.8) t=—3 M =0t = (@,~2)=1), hs =1, =1, =10 g = =2, 1 = (0, 1,1),;
b)t=24 =0, = (1,1,—1), \a =2, # = (1,0,~1), As = —1, & = (1, ~1,0),

) =7, M =0, % = (2,—2,—5), \a =3, &b = (3,~2,~1), A = —1, % = (1,—1,-3),

d) ¢ =3, M =0, # = (2,1, 1), Ao =2, it =(1,—1,0), hs = —1, & = (2,0, 1).

6.3.6.2) \ = 1,7 =(2,0,1), o =1, % = (2,1,2), \s = 2, % = (1,1, 1),

B) A =<2 (B 1), =, i = (1,100 % 21 = (i, 1,1),

) M =—1,% = (1,0,1), A = 1, 5 = (1,1, 1), As = 2, % = (0,2, 1),

d) Xy ==, it = (04 130), do=—1 5= (1IT),Ns = 2, 8= (@, 0,1);

6.3.7.a) \; =...= A = 1, kady nenulovy vektor je vlastnfm vektorem, b) Ay = ... = A, = 0, kazd§
nenulovy vektor je vlastnim vektorem.

6.3.8. a) A\; = 5 s vlastnim vektorem #; = (1,0,0); pro zbyvajici dvojndsobné vlastni
&islo A2 = A3 = 2 se najde pouze jeden vlastni vektor #; = ¥ = (0,1,0), b) pro trojnésobné vlastni
¢islo Ay = A2 = A3 = 2 je k dispozici pouze jeden vlastni vektor #; = ¥ = #i; = (1,0,0).

O @b Dt

délime 9, druhy 36 a tfeti 81. Inverzni matice mé tedy tvar H~! = (

-
-1 ml"‘ Sl

6.2.12. a) A* =V D*V-1. b) A* = V diag()},...,Ak) V1.

6.3.9. Vlastnf &sla jsou Ay =2, Ao = —1, A3 = —2. Matice V, diag(A\1, A2, A3) a V! maji tvar

1 1 0 2 0 0 3 1 2
Y= 0 1 -2 ], diag(A1,X2,A3)=(0 -1 0] ,V1l=]-2 -1 =2].
-1 -2 1 0 0 -2 -1 -1 -1
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GEOGRAFICKE APLIKACE

7.1. Sférické soufadnice a vzdilenost bodil na kulové plose

7.1.1. V EB je d4na kartézska (pravototiva) soufadna soustava s potatkem O a osami Z1, T2, T3- Bod X
je obecny bod z E? se soufadnicemi (z;, Z2, z3). Kolmy primét bodu X do roviny obsahujici osy z1 a z2
oznadime Xp, soufadnice tohoto bodu jsou (z,z2,0). Uhly ¢ a A chéapeme jako orientované; kladné
orientace je vyznafena na obrazku 1.

i
0 od Tt B3
-
Xp “‘-\\
Obr. 1.
Uhly ¢ a A budeme brat takové, Ze
S (—%JT, %ﬂ) , AE (_W?ﬂ) . (1)
Oznadime R vzdalenost bodu X od potitku O soufadné soustavy, tj. R = /7 + =3 + z3. Trojici

gisel (R, , \) nazyvame sférickymi soufadnicemi bodu X. Kartézské soutadnice (z1, T2, T3) lze vyjadrit
pomoci sférickych soufadnic (R, @, A) témito vztahy:
z; = Rcosyp cos A,
zy = Rcosyp sin A, ' (2)
Ig = RS].D(p :
Pro které body X jsou trojice soufadnic (R, p, A) spliwujici (1) urfeny jednoznatné?
7.1.2. Sféru s polomérem R a se stfedem O oznaéime og. O bodech Ps = (0,0,R) a Py = (0,0, —R)
na sféfe ox mluvime jako o polech. Na sféfe op vezmeme dale dva libovolné body B a C riizné od pola.
Ty jsou uréeny dvojicemi soufadnic (¢5,AB) a (pc; Ac)- Pro soufadnice vektori OB a oc plati

zP = Rcosyg cosAg, z¥ = Rcosype cos Ao,
22 = Rcospp sinAp, zg = Reosye sindc, (3)
zP = Rsingg, z§ = Rsinc -

Situace je ilustrovdna na obrazku 2. Vyznatte pfislusné hly ¢p, Ap, ¢c, Ac-

7.1.3. Zajiméme se o velikost Ghlu w, ktery sviraji vektory OB a OC. Uhel le# v intervalu (0,) a jeho

kosinus spliiuje vztah

OB -0C

(e 4
T oBIe -
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Dosadime za vektory jejich vyjadieni ze (3) a po snadné tipravé ziskdme
cosw = sin g sin Yc+cospp €os pc cos(Ap—Ac) - (5)

Provedte detailng tpravy vedouci k (5).

T2

31 \ ’r‘

Obr. 2.

7.1.4. Poviimnéte si, %e vyraz na pravé strané vztahu (5) se zdéménou bodi B a C — tedy vzdjemnou
v§ménou thlu @p s Ghlem @c a Ap s Ac — neméni. =

7.1.5. PozNAMKA. Jakmile B # C a O neni stfedem tisecky BC, je body BCO urtena rovina 7. Priinik
roviny 7 a sféry or je kruZnice poloméru R, kterd se nazyvé hlavni kruZnici. Body B a C rozdéli tuto

—_—

hlavni kruznici na dva oblouky. Kratsi oblouk ozna&ime BC'. Jeho délka je rovna Rw, pokud thel w je
vyjadien v radidnech (v obloukové tihlové mife).

7.1.6. V jakém intervalu se pohybuji velitiny vp + ¢c, ¥B — ¢c a |¢B — ¢c|, pokud se body B a C
pohybuiji po sféfe o vietné péli?

7.1.7. Jaky interval vyplinji hodnoty Ag — Ac a |As — Ac|, kdyZ body B a C probihaji sféru or?

7.1.8. Vezmeme bod B s Agp = —%n’ app=0abod CsAc=mapc=0. Kolik je Ag — Ac a kolik
je |AB — Ac|? Kolik je cosw? Clemu se rovné w? Srovnejte s vysledkem nésledujici tlohy.

7.1.9. Vezmeme bod B s pp =0 a bod C s p¢ = 0. Kolik je cosw? Vyjadrete w pomoci Ag a Ac.
7.1.10. Najdéte w vypottem ze vztahu (5) v t&chto pfipadech (a potom objasnéte geometricky):

a) A = Ac, b) [AB = Ac|=m.

7.1.11. Dokaite, 7e pokud body B a C majf stejnou zem&pisnou sitku ¢, spliuje tthel w vztah

sin%=cosga si.nll\—B%'\—Cl.

Refeni. 7.1.1. Pro kazdy bod X = (z,%2,%3), pro ktery plati 3 + z3 > 0. 7.1.6. (-m,7),

(~m,7) a(0,7).7.1.7. (—2m,27) a (0,27). 7.1.8. A\g — A¢ = —37, |\ — Ac| = 3, cosw =0,

w = Lr.7.1.9. Ponévad cosw = cos(Ap — Ac) = cos|Ap — Ac| = cos(2r — | A — Acl),

dostavame odsud vztahy pro w, které zavisi na velikosti |[Ap — Ac|. Pro |Ap — Al < 7je

w=|A —Ac|, pro |As — A¢c| > 7 jew = 2w — |Ap — Ac|. 7.1.10. a) w = |pB — ¢/, nebot potom
cosw = cos(pp — po) = cos | — ¢c| a piitom 0 < |pp — pc| < 7, b) w =7 — |pB + pcl, nebot nyni
cosw = —cos(pp + pc) = —cos|pp + po| = cos(m — |¢B + ¢cl) a ptitom 0 < 7 — |pp + pc| < .
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7.1.11. Pougije se vztahu cosw = 1 —2sin” § a vztahu cos(Ap — Ac) = 1 — 2sin® 22522 pro fipravu
prisluSnych virazd v relaci cosw = sin’ ¢ + cos’ @wcos(Ag — A¢) , kterou dostaneme, kdyz v (5) budeme
misto g 2 o psat p. Jednoduchou fipravou dostaneme vyraz, jehoZ odmocnénim ziskdme hledany
vztah.

7.2. Euleriiv sféricky trojiithelnik, kosinova v&ta pro stranu a pro tihel

7.2.1. PozNAMKA. Trojiihelnik na kulové ploSe (sféfe) nazyvame sférickym, jestlize jeho strany jsou
tvoreny oblouky hlavnich kruznic. Pokud délky téchto obloukd jsou mensi ne? 7R, kde R je polomér
sféry, mluvime o Eulerové sférickém trojihelniku.

Aby Gvahy nebyly zavislé na poloméru sféry, kierd je z hlediska obecnych {ivah pouze parametrem,
za délku strany v Eulerové sférickém trojiihelniku se oznaéuje pfislusny fhel priivodi¢t koncovych bodi
oblouku tvoFiciho stranu. Je to totéZ, jako bychom pracovali na sféfe s polomérem jedna. Diisledkem toho,
Ze strana sférického trojihelniku je méfena velikosti dhlu v radidnech, je, Ze strany Eulerova sférického
trojithelniku jsou men3i nez .

7.2.2. POZNAMKA. Co rozumime Ghlem, ktery sviraji dvé strany Eulerova sférického trojithelniku?
Kazdé dvé strany (jakozto oblouky hlavnich kruZnic) lezi v rovinéch, jejichz priniky se sférou vytvéfeji
prisluiné hlavni kruZnice. Pravé thel téchto dvou rovin povazujeme za thel svirany dvéma stranami
Eulerova sférického trojihelniku. O tomto thlu se pro zdiiraznéni mluvi jako o vnitfnim thlu sférického
trojithelniku. V Eulerové sférickém trojihelniku je kazdy vnitfni (hel mensi ne? «.

7.2.3. Jak vypada sféricky trojihelnik, ktery neni Euleriiv?

7.2.4. Pro popis polohy bodu na sféfe lze misto dvojice (p,A) pouzit dvojice (,)), kde thel & je
tzv. doplitkovy tihel, ktery je definovdn vztahem
§=3m—gp. (6)

Ponévadz ¢ € (— ™, 2:rr), tihel ¢ spliiuje d € (0, 7). Na obrazku 2 vyznaéte tihly §p a dc a s pomoci (2)
odvodte, ze souradmce (21,2,23) a (R, 6,A) bodu sféry jsou svazany vztahy
x; = Rsind cos A,
T3 = Rsind sin ), (7)
z3 = Rcosd.

7.2.5. PozZNAMKA. Pro fivahy o obecném Eulerové sférickém trojiihelniku ABC je vyhodné trojihelnik
specidlné usadit na sféru. V terminologii geografické presuneme bod A do severniho pélu a bod B
se soufadnicemi (6p,Ap) na oblouk, ktery tvori greenwichsky polednik. Potom soufadnice Ag bude
spliiovat Ag = 0. Miizeme dokonce pfedpokladat, Ze Ac > 0 prost& proto, Ze bychom v piipadé Ac < 0
oznaceni bodld B a C vzéjemné vyménili. Je zfejmé, Ze pfi popsaném umisténi bodi A, B, C plati pro

kartézské soufadnice vektori Z)? a m tyto relace

z? = Rsindp, z¢ = Rsinéde cosAc,
2 =0, z§ = Rsinég sinAg, (8)
z§ = Rcosép, z§ = Rcosdc .

Uhel w, ktery sviraji vektory O_B' a O._(:" (a ktery je v terminologii sférické trigonometrie povazovan za
stranu a Eulerova sférického trojihelniku), splituje (vzorec (4))

UkaZte, Ze po vyméné w za a a po dosazeni z (8) dostaneme vztah

cosa = cosdp cos dc+8indp sin dg cos Ac. (9)
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7.2.6. Na obrazku 3 a obrazku 2 doplnéném o oznadeni ithli, vidime, Ze oblouku AB, ktery predstavuje
stranu ¢, prislusi hel g a oblouku AC, ktery je stranou b, prislusi tihel dc. Uhel @ u vrcholu A je za
nasich predpokladii na umfsténi bodu B roven thlu Ac. Je to fihel svirany rovinami, na kterych lezi
strany b a c. Nyni miiZeme zapsat vztah (9) pomoci veli¢in a, b, c a o popisujicich Eulerliv sféricky
trojihelnik ABC. Odvodte, Ze plati

cosa = cosbcosc + sinbsinccosa. (10)

Tento vztah se nazyvéa kosinova véta pro stranu a Eulerova sférického trojihelniku. Vztah (10) jsme
odvodili pro pfipad, kdy sféricky trojiihelnik je umistén jako na obrazku 3, kde bod A byl posazen do
severniho pélu. Samotny vztah (10) vSak uz nenese 74dné stopy po soufadném systému, ktery jsme
pouzili k jeho odvozeni. Plati tedy i v obecné situaci, kdy bod A uz nemusi byt situovan do severniho
polu, ale je — stejné jako cely sféricky trojihelnik — umistén na sféte libovolné.

Obr. 3. Obr. 4.

Obecnym umisténim minime pfipad, ktery muze vypadat jako na obrdzku 4. Tam jsou body a thly
trojithelniku ABC oznateny tak, jak jsme zvykli z rovinné geometrie.

7.2.7. Cyklickou zdm&nou ve formuli (10) napiste tvar kosinové véty sférické trigonometrie pro stra-
nybaec

7.2.8. Polérni zobrazeni Eulerova sférického trojihelniku. Euleriv sféricky trojuhelnik je dén
svymi vrcholy. Budeme nyni definovat zobrazeni, které danému trojthelniku ABC pfifadi jiny trojtihel-
nik ABC, o kterém se mluvi jako o poldrnim trojihelniku.

Strana ¢ trojithelniku ABC — kratsi z oblouki hlavni kruZnice s koncovymi body A, B — leZi v ro-
vind 7., kterd prochézi stfedem sféry. Rovina 7, rozdéli prostor na dva poloprostory. Oznacime Tz ten
z poloprostorti, ktery neobsahuje bod C. Polopfimka vychézejici kolmo k roviné 7. ze stfedu sféry do
poloprostoru T, protne sféru v bodg, ktery oznaéime C. Podobné, kdyz vyjdeme ze strany b (resp. a),
definujeme body B (resp. A). Tim je trojihelniku ABC pritazen trojihelnik ABC. Jeho strany jsou
oznafovany a, b, ¢ a thly &, f3, ¥-

7.2.9. Euleriiv sféricky trojihelnfk ABC umistime osvdddenym“ zpiisobem tak, Ze bod A bude v se-
vernim p6lu. Rozmyslete si, Ze vrcholy B, C trojihelniku ABC lezi na rovniku a bod A lezi na ,,jizni“
polosféfe. Ukazte, Ze pro stranu a trojihelniku ABC plati @ = m — . Zévér této Gvahy plati obecné:
strany poldrniho trojihelniku ABC splhuji

i=n—a, b=m—p, c=m—17. (11)
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7.2.10. Stejné jako jsme vytvofili polarni trojiihlenik ke sférickému trojihelniku ABC, miizeme pokra-
Covat a pfifadit polarni trojuhelnik ke trojihelniku ABC. Ten je uren vrcholy 4, B a C. Jeho strany
ozna&me &, b,  a thly &, 3, 3. Podle (11), pouze s jednou vinkou navic, dostavame

=x—7. (12)

=7—a, ;::—-3,

(~11]
Ly 11}

7.2.11. UvaZujme opét o situaci, kdy bod A je v severnim pélu. Vidéli jsme v 7.2.9, ze body B a €
trojihelniku ABC (tedy strana a tohoto trojihelniku) lezi na rovniku. A ponévadz bod A lezi na »iZni*

polosféfe, lehko nahlédneme, Ze bod A musi byt totozny s bodem A. Tento zavér plati pro viechny strany
trojithelniku ABC, nejen pro stranu a. Proto je sféricky trojihelnik ABC, ktery je polarnim trojithel-

nfkem k ABC, vlastné plivodnim trojiihelnikem ABC. Tim vztahy (12) mezi elementy trojihelniku a
trojithelniku k nému poldrniho ziskévaji tuto podobu:

a=7—@&, b=n—§, e=n—-7. (13)
Nyni napiSeme kosinovou vétu pro polarni trojthelnik ABC
cos@ = cosbcosé + sin bsin écos @

a pouZijeme vztahi (11) a prvniho vztahu ve (13) k nahrads vinkovanych veli¢in. Ukaite, Ze se tim
predchéazejici formule zméni na

cosa = —cos 3 cos+y + sin Fsinycosa. (14)
Tento vztah se nazyva kosinova véta pro tihel a. Napiste dali dva vztahy, které se dostanou ze (14)
cyklickou zaménou.

7.2.12. Najdéte velikosti viech stran a Ghld téchto Eulerovjch sférickych trojihelnfki:

a) b=120°, ¢=60° a = 30°, b) a=20° b=30° c=40°,
c) e =50° @ =100° ~v=110°, d) a = T70° 8 =50°, v=80°.
Reseni.

7.2.7. Kosinova véta pro strany b a ¢ m4 tvar:

cosb = cosacosc+sinasinccos 3,
cosc¢ = cosacosb+sinasinbcosy.
7.2.11. Pfi odvozovéni vztahu (14) pouZijeme identit cos(m — z) = —cosz a sin(r — z) =sinz.
Kosinové véta pro zbyvajici dva tihly 8 a ¥ m4 tvar:
cosff = —cosarcosy + sinasinycosbh,

cosy = —cosacos f + sinasin fcose.

7.2.12. a) f = 151°48'48", y = 28°11'12", a = 66°27'7",
b) a = 30°43'31", B = 48°19'27", v = 106°12'54",

c) a = 57°37'31", b = 116°42'56", c = 121°32'3",

d) a = 53°2'8", b= 40°38'39", ¢ = 56°51'48"".
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MERCATOROVO ZOBRAZEN{, LOXODROMA

7.3. Mercatorovo zobrazeni, loxodroma

7.3.1. Za¢neme jednoduchym zobrazenim sféry og do roviny. Jestlize si neviimame p6li, je kazdému
bodu na sféfe jednoznaéné prifazena dvojice ¢ € (—im, 17) a A € (=, ) . Vezmeme libovolnou funkei d
spojitou a rostouci na intervalu (-3m im). S jeji pomoci pfifadime kazdému bodu (ip,A) sféry bod
v roviné se soufadnicemi (y, \) tim, Ze polozime y = ®(¢) . Osy y, A umistime tak, ze tvofi levotogivou
soufadnou soustavu — na rozdil od obvyklého systému os z,y, které v tomto poradi tvofi soustavu
pravotodivou. Obraz rovniku (bodi s ¢ = 0) je v naSem zobrazeni rovnob&zny s osou A. Jaké vlastnosti
musi mit funkce ®, aby obraz rovniku padl na osu ) a aby se dvojice bodi na sféfe symetricky umisténych
vzhledem k rovniku zobrazila do takovych bodii v roving, které jsou symetricky umistény vzhledem
k ose A?

7.3.2. Ted odpovime na otazku, jaké vlastnosti musi mit funkce @, aby popsané zobrazeni bylo kon-
formni. Z bodu P, ktery odpovida (i, \), vyrazime na sféfe pod azimutem a do bodu P, jehoz soutad-
nice (¢', \') jsou ,blizké* soufadnicim (i, ). To zachytime zépisem
o' =p+Ap, N =A+A),
kde piiriistky soufadnic Ay a AA jsou ,velmi malé® a jsou svazany vztahem
. RcospAX A)
—_—— = 1

v ném# a oznatuje azimut. Veli¢ina tg a je uvedenym vztahem aproximovana tim pfesnéji, &im je bod P’
blize bodu P. Pozd&ji vyuzijeme také vzdalenosti | PP'| téchto blizkych bodi, pro kterou lehko odvodime
vyjadient

AXN2
12 - p2 2 2 2 2 _ p2 2 2
|PP'|? = R*(Ayp)® + R*cos” p(AN)* =R (1 + cos -,a(—Atp) )(Acp) y
Kdy# s pomoci (15) poslednf vyraz zjednodusime, dostaneme

|PP'[? = R*(1+tg’a) (Ap)® = 1

—— (Ap)?. (16)

P¥i zobrazeni do roviny je obrazem bodu P = (g, ) bod se soufadnicemi (y,A) a obrazem blizkého
bodu P’ = (¢',\') je bod se soufadnicemi (y',A’). Oznagime-li

Ay = yr —U,
milZeme pro azimut o sméru uréeného v roviné body (y,A) a (¥',\') pséat

t heemar 1

gah=sr (17)

Maji-li se pfi zobrazeni zachovévat ihly, musi platit & = a'. To znamena tga = tga'. Srovnanim
vztaht (15) a (17) dostaneme

coso 2 = BA
Ao " By’

Kratime AA a upravime na tvar

A,

Ap ~ cosp’
ktery — jak jsme se zminili — plati tim pfesn&ji, &m je Ay bliZe k nule. Proto nechdme Ay konvergovat
k nule, &m? posledni pfiblizny vztah pfejde na pfesnou relaci

dy 1

dp cosg’

Z tilohy 4.2.6 vime, Ze

y(p) = Intg(ze + 37) +ec.

—
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Pokud cheeme, aby se rovnik ¢ = 0 zobrazil na osu y = 0, volime ¢ = 0. Dostaneme funkci
q(p) = Intg(3o+ 37) ,
ktera se nazyva isometricka 5ifka. Zobrazeni sféry do roviny dané vztahem

(2, 4) = (1,A) = (g(w), A)
nazveme Mercatorovo zobrazeni. Toto zobrazeni — jak jsme vidéli — zachovava tihly. Dokadte, Ze g je lichd
funkce na intervalu (—3, 37), a spoéitejte im, 1. a(p), lim,ﬁ_,_é,_'_ a(e) .
7.3.3. Rovnice loxodromy. Loxodroma — kfivka, kterd protina poledniky stéle pod stejnym dhlem —
se Mercatorovym zobrazenim zobrazi na pfimku v roviné (y, \), kter4 svir4 s osou y tihel a. Proto rovnice
obrazu loxodromy v soufadnicich (y, A), kter4 prochézi bodem (yg. Ap), m4 rovnici
A=2o=(y—wo) tge.

Dosazenim zjistime, Ze v geografickych soufadnicich (p,A) mé loxodroma rovnici

A—2Xo = (Intg(3¢ + i7) — Intg(ipo + i7)) tga,
kde g a yo jsou svazany vztahem yo = (o) . JestliZe z posledniho vztahu vypoditdme proménnou \ jako
funkci ¢ € (=3, 37), zjistime s pomoci vysledku predchézejiciho cvideni, Ze jakmile se ¢ dostateénd
vzdali od (o, hodnota A opusti interval (—, ), ktery jsme pro hodnoty A vyhradili. Vadi to?
7.3.4. Pro a € (0, 37) se pro ¢ — %‘Il’. pohybujeme po loxodromé k severnimu pélu. Kolikrat je severni
p6l obéhnut pfi tomto pohybu po loxodromé?
7.3.5. NapiSte rovnici loxodromy s azimutem a € (0, %?r), ktera protina rovnik v bodé s A = Ag.
7.3.6. Délka loxodromy. Odmocnénim (16) ziskdme vyraz pro vzdélenost dvou blizkych bodi PP’
loxodromy s azimutem « ve tvaru B

PP = ——
| cos

|A¢p].

Proto vzdélenost bodi P = (¢1,A1) a Py = (2, A2) lezicich na loxodromé s azimutem o je rovna

f‘Pz—ipﬂ-

cos

7.3.7. Jaka je délka loxodromy s azimutem a mezi rovnikem a pélem?

7.3.8. Na sféfe poloméru R spocitejte a a délku loxodromy, kteréd prochézi body (g5, ;) a (2, A2),
kdyz p; = 8°, A = —80° a (3 = 50°, A\, = 0°. Nyni se vratte na zaitek a pomoci vatahu (5) ze 7.1.3
spocitejte také délku ortodromy mezi danymi body.

ReSeni. 7.3.1. Funkce & musi byt lich4. Pak se rovnik dostane na osu y = 0 a body symetricky
umisténé na sfére vzhledem k rovniku jsou zobrazeny do bodii symetricky umisténych podle osy A.
7.3.2. Lichost vyplyva z toho, Ze soucin tg(3¢+ §7) a tg(—1¢p + 1n) je roven jedné. Limity jsou
00, —00. 7.3.3. Bod na sféfe je urfen jednozna¢ng, af A\ ma jakoukoliv hodnotu. Pouze k bodu

na sféfe neni A uréeno jednoznaéng, pokud neuréime interval, z ndho# se A bere. Proto jsme
pozadovali A € (—m, ). 7.3.4. PoCet obé&hii je nekonetny, pfesto, jak uvidime, je délka loxodromy
konetn4. 7.3.5. Rovnice je A — Ag = (tga) Intg(3¢ + 1) . 7.3.7. Délka je rovna 37R/ cosa.
7.3.8. a = 58°3'20", délka loxodromy je pfiblizné rovna 1.395452 R a pfiblizna délka ortodromy

je 1.351907 R.



