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Náhodná veličina a jej́ı charakteristiky

Představte si, že provád́ıte náhodný pokus, jehož výsledek jste schopni ohodnotit nějakým č́ıslem.
Před provedeńım pokusu jeho výsledek a tedy ani sledovanou hodnotu neznáte. Proto je proměnná, která
připisuje výsledku náhodnému pokusu vámi sledovanou hodnotu, označována jako náhodná veličina.
Náhodnou veličinu znač́ıme velkým ṕısmenem, např. X. Množinu možných hodnot náhodné veličiny
nazýváme obor hodnot náhodné veličiny X a znač́ıme jej X . Poté, co je pokus proveden, je naměřená
hodnota náhodné veličiny značena malým ṕısmenem, např. x = 21mm.

Náhodnou veličiny může být např́ıklad

• pod́ıl vadných výrobk̊u mezi tiśıci

• počet chybně přenesených bit̊u

• proud v elektrickém obvodu

• doba do dopadu projektilu

• počet škrábnut́ı na desce

• objem plynu, který unikne při plněńı plynové bomby

• pr̊uměr vysoustružené součástky

Uved’mě nyńı matematicky trochu přesněǰśı popis náhodné veličiny. Pro plně korektńı definici náhodné
veličiny by bylo třeba znát pojmy z teorie mı́ry. Z d̊uvodu př́ıstupnosti látky student̊um budou pojmy
a vlastnosti v tomto textu zavedeny ve stejné podstatě nicméně s mı́rnými odchylkami od přesných
matematických formulaćı.

1. Pojem Náhodnou veličinou (vzhledem k jevovému poli A) rozumı́me zobrazeńı X : Ω → (−∞,∞),
pro které je množina {ω ∈ Ω : X(ω) < x} jevem v A pro každé x ∈ (−∞,∞). Obor hodnot náhodné
veličiny X znač́ıme X . Realizaci náhodné veličiny, tj. X(ω), ω ∈ Ω, znač́ıme x.

2. Poznámka V textu budeme už́ıvat zkráceńı zápisu

{X < x} = {ω ∈ Ω : X(ω) < x}
{X = x} = {ω ∈ Ω : X(ω) = x}

a podobně.

3. Pojem Reálnou funkci
F (x) = P(X < x)

definovanou na (−∞,∞) nazýváme distribučńı funkce náhodné veličiny X.

4. Vlastnosti Distribučńı funkce F (x) náhodné veličiny X má následuj́ıćı vlastnosti.

1. F (x) je neklesaj́ıćı.

2. F (x) je zleva spojitá.

3. lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1.

4. 0 ≤ F (x) ≤ 1 pro všechna x ∈ (−∞,∞).

5. F (x) má nejvýše spočetně mnoho bod̊u nespojitosti.

6. P(a ≤ X < b) = F (b)− F (a) pro všechna a < b, a, b ∈ (−∞,∞).

7. P(a ≤ X) = 1− F (a) pro všechna a ∈ (−∞,∞).

8. P(X ≤ a) = lim
x→a+

F (x) pro všechna a ∈ (−∞,∞).

9. P(X = a) = lim
x→a+

F (x)− F (x) pro všechna a ∈ (−∞,∞).
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5. Poznámka Každá funkce splňuj́ıćı vlastnosti 1., 2., 3. z odstavce 4 je distribučńı funkćı vhodné
náhodné veličiny.

6. Př́ıklad Na obrázku 1 jsou uvedeny př́ıklady distribučńıch funkćı a je znázorněno stanovováńı
některých pravděpodobnost́ı.
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Obrázek 1: Ukázky distribučńıch funkćı

Diskrétńı náhodná veličina

7. Pojem Řekneme, že náhodná veličina X je diskrétńı, resp. má diskrétńı rozděleńı pravděpo-
dobnosti je-li jej́ı obor hodnot nejvýše spočetná množina X = {x1, x2, . . .}, tj. nabývá nejvýše spočetně
mnoha hodnot x1, x2, . . ., tak, že

∞∑
i=1

P(X = xi) = 1.

Př́ıkladem diskrétńı náhodné veličiny je

• počet student̊u, kteř́ı přǐsli na přednášku ze statistiky

• počet bod̊u źıskaných na testu

• počet vadných výrobk̊u mezi tiśıci

• počet chybně přenesených bit̊u

• počet škrábnut́ı na desce

8. Pojem Pravděpodobnostńı funkce diskrétńı náhodné veličiny X je funkce p : (−∞,∞) → 〈0, 1〉
daná předpisem

p(x) = P(X = x).
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9. Vlastnosti Pravděpodobnostńı funkce p(x) náhodné veličiny X s oborem hodnot X = {x1, x2, . . .}
má následuj́ıćı vlastnosti.

1. p(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ (−∞,∞).

2.
∑

x∈X
p(x) = 1.

3. p(x) ≤ 1 pro všechna x ∈ (−∞,∞).

4. p(x) = lim
t→x+

F (t)− F (x).

5. F (x) =
∑
t<x

p(t) pro všechna x ∈ (−∞,∞).

6. P(x ∈ M) =
∑

x∈M

p(x) pro libovolnou množinu reálných č́ısel M .

10. Poznámka V předchoźım tvrzeńı jsou užita zkráceńı zápisu v následuj́ıćım smyslu∑
t<x

p(t) =
∑

x∈M1

p(t), kde M1 = X ∩ (−∞, x)

∑
x∈M

p(x) =
∑

x∈M2

p(t), kde M2 = X ∩M.

11. Poznámka Každá funkce splňuj́ıćı vlastnosti 1., 2. z odstavce 9 je pravděpodobnostńı funkćı vhodné
diskrétńı náhodné veličiny.

12. Př́ıklad Při výrobě polovodič̊u jsou testovány dvě desky z mnoha. U každé desky je možný
výsledek testu funkčńı (f), nefunkčńı (n). Předpokládejme, že pravděpodobnost, že vrstva projde testem
s výsledkem funkčńı je 0.8 a kvality vrstev jsou nezávislé. Náhodná veličina X udává počet funkčńıch
testovaných vrstev. Jej́ı pravděpodobnostńı funkci vypočteme následovně

p(x) =


P(X = 0) = 0.22 = 0.04 pro x = 0
P(X = 1) = 0.2 · 0.8 + 0.8 · 0.2 = 0.32 pro x = 1
P(X = 2) = 0.82 = 0.64 pro x = 2
0 jinak

Výsledek můžeme zapsat do pravděpodobnostńı tabulky (Tabulka 1) a znázornit graficky (Obrázek 2).
x 0 1 2
p(x) 0.04 0.32 0.64

Tabulka 1: Pravděpodobnostńı tabulka náhodné veličiny X z př́ıkladu 12

Z pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny X odvod́ıme jej́ı distribučńı funkci ve tvaru

F (x) = P(X < x) =


0 pro x ≤ 0
P(X = 0) = 0.04 pro 0 < x ≤ 1
P(X = 0) + P(X = 1) = 0.04 + 0.32 = 0.36 pro 1 < x ≤ 2
P(X = 1) + P(X = 1) + P(X = 2) = 0.04 + 0.32 + 0.64 = 1 pro 2 < x

Graf distribučńı funkce F (x)v Obrázku 3 má schodovitý tvar. Schodovitý tvar maj́ı distribučńı funkce
všech diskrétńıch náhodných veličin.

Pravděpodobnost, že alespoň jedna polovodičová deska projde testem s výsledkem funkčńı lze spoč́ıtat
jak z pravděpodobnostńı funkce

P(X ≥ 1) = P((X = 1) ∨ (X = 2)) = P(X = 1) + P(X = 2) = p(1) + p(2) = 0.32 + 0.64 = 0.96,
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Obrázek 2: Pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny X z př́ıkladu 12
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Obrázek 3: Distribučńı funkce náhodné veličiny z př́ıkladu 12

tak z distribučńı funkce

P(X ≥ 1) = 1− P(X < 1) = 1− F (1) = 1− 0.04 = 0.96.

Spojitá náhodná veličina

13. Pojem Řekneme, že náhodná veličina X je spojitá, resp. má spojité rozděleńı pravděpodob-
nosti, je-li jej́ı distribučńı funkce F (x) spojitá.

Spojitou náhodnou veličiny může být např́ıklad

• doba čekáńı na oběd v menze

• hodnota včereǰśıch deštových srážek

• proud v elektrickém obvodu

• doba do dopadu projektilu

• objem plynu, který unikne při plněńı plynové bomby

• pr̊uměr vysoustružené součástky

14. Pojem Hustota spojité náhodné veličiny X je nezáporná funkce f : (−∞,∞) → 〈0,∞) taková,
že

F (x) =
∫ x

−∞
f(t)dt.
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15. Vlastnosti Hustota f(x) náhodné veličiny X má následuj́ıćı vlastnosti.

1. f(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ (−∞,∞).

2.
∞∫
−∞

f(x) = 1.

3. f(x) = F ′(x).

4. P(x ∈ M) =
∫

x∈M

f(x) pro libovolnou množinu reálných č́ısel M .

5. P(x = c) = 0 pro každé c ∈ (−∞,∞).

16. Př́ıklad Správce poč́ıtačové śıtě zjǐst’uje zat́ıžeńı systému pomoćı př́ıkazu, který dává dobu mezi
zadáńım př́ıkazu a přihlášeńım nového uživatele do systému. Náhodná veličina X udává délku takového
časového intervalu v hodinách. Za určitých předpoklad̊u je hustota náhodné veličiny X tvaru

f(x) =

{
15e−15x pro x > 0,

0 jinak

jej́ıž graf je uveden v obrázku 4 (a).
Distribučńı funkci náhodné veličiny X vypočteme z hustoty následovně

F (x) =

{∫ 0

−∞ 0dt +
∫ x

0
15e−15tdt = 15

−15 [e−15t]x0 = −[e−15x − 1] = 1− e−15x pro x > 0,∫ x

−∞ 0dt = 0 jinak.
(1)

Pravděpodobnost, že se nový uživatel přihláśı do systému mezi 6-tou a 12-tou minutou, tj. od 0.1 hod
do 0.2 hod, lze vypoč́ıst jak z hustoty náhodné veličiny X

P(0.1 ≤ X ≤ 0.2) =
∫ 0.2

0.1

f(t)dt =
∫ 0.2

0.1

15e−15tdt = −[e−15t]0.2
0.1 = e−15·0.1 − e−15·0.2 = 0.1733

tak z jej́ı distribučńı funkce

P(0.1 ≤ X ≤ 0.2) = F (0.2)− F (0.1) = (1− e−15 0.2)− (1− e−15 0.1) = e−15·0.1 − e−15·0.2 = 0.1733

Oba zp̊usoby výpočtu jsou graficky znázorněny na obrázku 4.
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Obrázek 4: Výpočet pravděpodobnosti P(0.1 ≤ X ≤ 0.2) pomoćı hustoty a distribučńı funkce náhodné
veličiny X z př́ıkladu 16
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Č́ıselné charakteristiky náhodných veličin

17. Pojem Středńı hodnotou náhodné veličiny X rozumı́me reálné č́ıslo

E(X) =


∑

x∈X
xp(x) je-li X diskrétńı,

∞∫
−∞

xf(x) je-li X spojitá

pokud př́ıslušná řada, resp. integrál, absolutně konverguje.

18. Vlastnosti Pro středńı hodnoty náhodných veličin X, X1, . . . , Xn plat́ı

1. E(aX + b) = aE(X) + b pro všechna a, b ∈ R.

2. E(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

E(Xi).

3. E(Πn
i=1Xi) = Πn

i=1E(Xi), jsou-li náhodné veličiny X1, . . . , Xn nezávislé (viz. kapitola Náhodný
vektor).

19. Poznámka Středńı hodnota je jednou z charakteristik polohy rozděleńı náhodné veličiny. Daľśımi
takovými charakteristikami jsou

• medián x0.5 – reálné č́ıslo takové, že F (x0.5) ≤ 0.5 a limx→x+
0.5

F (x) ≥ 0.5.

• modus x̂ – reálné č́ıslo takové, že maximalizuje (př́ıpadně je suprémem) pravděpodobnostńı funkce
p(x), resp. hustotu f(x), náhodné veličiny X.

20. Pojem Rozptylem náhodné veličiny X rozumı́me reálné č́ıslo

D(X) = E([X − EX]2).

Z rozptylu stanovujeme směrodatnou odchylku náhodné veličiny X jako reálné č́ıslo

σ(X) =
√

D(X).

21. Vlastnosti Pro rozptyly náhodných veličin X, X1, . . . , Xn plat́ı

1. D(X) ≥ 0.

2. D(a) = 0 pro všechna a ∈ R.

3. D(X) = E(X2)− [E(X)]2.

4. D(aX + b) = a2D(X) pro všechna a, b ∈ R.

5. D(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

D(Xi), jsou-li náhodné veličiny X1, . . . , Xn nezávislé (viz. kapitola Náhodný vektor)

Vlastnosti směrodatné odchylky lze př́ımo odvodit z vlastnost́ı rozptylu.

22. Pojem Šikmost́ı náhodné veličiny X s nenulovým rozptylem rozumı́me reálné č́ıslo

A3(X) =
E

(
[X − E(X)]3

)
[σ(X)]3

.
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23. Vlastnosti Pro šikmost náhodné veličiny X plat́ı

1. A3(X) = 0, je-li rozděleńı náhodné veličiny X symetrické, viz. obr. 5 (b).

2. A3(X) < 0, je-li rozděleńı náhodné veličiny X doprava zešikmené, viz. obr. 5 (c).

3. A3(X) > 0, je-li rozděleńı náhodné veličiny X doleva zešikmené, viz. obr. 5 (a).

4. A3(aX + b) = A3(X) pro všechna a, b ∈ R, a 6= 0.

(a) Hustota při A3(X) > 0 (b) Hustota při A3(X) = 0 (c) Hustota při A3(X) < 0

Obrázek 5: Ukázka tvaru hustot př́ıslušných náhodným veličinám s r̊uznými šikmostmi

24. Pojem Špičatost́ı náhodné veličiny X s nenulovým rozptylem rozumı́me reálné č́ıslo

A4(X) =
E([X − E(X)]4)

[σ(X)]4
− 3.

25. Vlastnosti Pro špičatost náhodné veličiny X plat́ı

1. Špičatost náhodné veličiny s normálńım rozděleńım je A4(X) = 0.

2. A4(aX + b) = A4(X) pro všechna a, b ∈ R, a 6= 0.

26. Pojem 100p% kvantil náhodné veličiny X je pro p ∈ (0, 1) reálné č́ıslo

xp = inf{x : F (x) ≥ p}

Některé kvantily maj́ı vlastńı názvy, např. x0.25 je označován jako dolńı kvartil, x0.75 jako horńı kvartil
a x0.5 jako medián.

27. Př́ıklad Uvažujme náhodnou veličinu X z př́ıkladu 12 s pravděpodobnostńı tabulkou v Tabulce 1.
Jej́ı středńı hodnotu vypočteme jako

E(X) = 0 · 0.04 + 1 · 0.32 + 2 · 0.64 = 1.6

Pro výpočet rozptylu D(X) využijeme vlastnosti 3. Bude tedy třeba nejdř́ıve vyč́ıslit

E(X2) = 02 · 0.04 + 12 · 0.32 + 22 · 0.64 = 2.88,

odkud dostáváme
D(X) = E(X2)− (E(X))2 = 2.88− 1.62 = 0.32.

Směrodatná odchylka je odmocninou z rozptylu

σ(X) =
√

D(X) .= 0.5656.
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Z pravdivostńı tabulky v Tabulce 1 je též možné určit hodnotu modusu x̂ = argmax (p(x)) = 2. Horńı,
dolńı kvartil a medián stanovujeme z distribučńı funkce odvozené v př́ıkladu 12

x0.75 = inf{x : F (x) ≥ 0.75} = inf{x : x ∈ (2,∞)} = 2
x0.25 = inf{x : F (x) ≥ 0.25} = inf{x : x ∈ (1,∞)} = 1
x0.5 = inf{x : F (x) ≥ 0.5} = inf{x : x ∈ (2,∞)} = 2.

Pro výpočet šikmosti je třeba nejdř́ıve vyč́ıslit

E
(
[X − E(X)]3

)
= (0− 1.6)3 · 0.04 + (1− 1.6)3 · 0.32 + (2− 1.6)3 · 0.64 = −0.192,

odkud

A3 =
E

(
[X − E(X)]3

)
[σ(X)]3

=
−0.192
0.323/2

.= −1.0606.

Podobně pro špičatost je třeba vypoč́ıst

E
(
[X − E(X)]4

)
= (0− 1.6)4 · 0.04 + (1− 1.6)4 · 0.32 + (2− 1.6)4 · 0.64 = 0.32,

z čehož

A4 =
E

(
[X − E(X)]4

)
[σ(X)]4

=
0.32
0.322

.= 3.125.

28. Př́ıklad Vypočtěme č́ıselné charakteristiky náhodné veličiny doby od zadáńı př́ıkazu do přihlášeńı
nového uživatele z př́ıkladu 16. Pro výpočet středńı hodnoty užijeme metodu integrace per partes

E(X) =
∫ 0

−∞
x 0 dx +

∫ ∞

0

15xe−15xdx =
∣∣∣∣ u = x u′ = 1

v′ = 15e−15x v = −e−15x

∣∣∣∣ =

= [−xe−15x]∞0 +
∫ ∞

0

e−15xdx = [−xe−15x]∞0 − 1
15

[e−15x]∞0 =

= −[ lim
x→∞

xe−15x − 0]− 1
15

[0− 1] =
1
15

.

Pro výpočet rozptylu pomoćı vztahu 3 nejprve stanov́ıme E(X2)

E(X2) =
∫ 0

−∞
x2 0dx +

∫ ∞

0

15x2e−15xdx =
∣∣∣∣ u = x2 u′ = 2x

v′ = 15e−15x v = −e−15x

∣∣∣∣ =

= [−x2e−15x]∞0 +
∫ ∞

0

2xe−15xdx = [−x2e−15x]∞0 +
2
15

E(X) =

= −[ lim
x→∞

x2e−15x − 0] +
2
15

1
15

=
2

152
.

Odtud
D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =

2
152

− 1
152

=
1

152
.

Směrodatná odchylka je proto σ(X) =
√

1/152 = 1/15. Z grafu hustoty 4(a) lze stanovit x̂ = 0. Pro
stanoveńı horńıho, dolńıho kvartilu a mediánu odvod́ıme obecný tvar 100p% kvantilu náhodné veličiny
X s využit́ım distribučńı funkce (1) z př́ıkladu 16

xp = inf
{
x : 1− e−15x ≥ p

}
= inf

{
x : e−15x ≤ 1− p

}
= inf {x : −15x ≤ ln (1− p)} =

= inf
{

x : x ≥ − 1
15

ln (1− p)
}

= − 1
15

ln (1− p) .

Odtud

x0.25 = − 1
15

ln (0.75) .= 0.019,

x0.5 = − 1
15

ln (0.5) .= 0.046,

x0.75 = − 1
15

ln (0.25) .= 0.092.
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Zbývá stanovit šikmost a špičatost náhodné veličiny X při jejichž výpočtu využijeme

E([X − E(X)]3) = E(X3)− 3E(X2)E(X) + 2[E(X)]3 , (2)
E([X − E(X)]4) = E(X4)− 4E(X3)E(X) + 6E(X2)[E(X)]2 − 3[E(X)]4. (3)

Integračńı metodou per partes vypočteme E(X3) a E(X4)

E(X3) =
∫ 0

−∞
x30dx +

∫ ∞

0

15x3e−15xdx =
∣∣∣∣ u = x3 u′ = 3x2

v′ = 15e−15x v = −e−15x

∣∣∣∣ =

= [−x3e−15x]∞0 +
∫ ∞

0

3x2e−15xdx = [−x3e−15x]∞0 +
3
15

E(X2) =

= −[ lim
x→∞

x3e−15x − 0] +
3
15

2
152

=
6

153

E(X4) =
∫ 0

−∞
x40dx +

∫ ∞

0

15x4e−15xdx =
∣∣∣∣ u = x4 u′ = 4x3

v′ = 15e−15x v = −e−15x

∣∣∣∣ =

= [−x4e−15x]∞0 +
∫ ∞

0

4x3e−15xdx = [−x4e−15x]∞0 +
4
15

E(X3) =

= −[ lim
x→∞

x4e−15x − 0] +
4
15

6
153

=
24
154

z čehož dosazeńım do (2) a (3) dostáváme

E([X − E(X)]3) =
6

153
− 3

2
152

1
15

+ 2
1

153
=

2
153

,

E([X − E(X)]4) =
24
154

− 4
6

153

1
15

+ 6
2

152

(
1
15

)2

− 3
(

1
15

)4

=
9

154
,

a poté

A3 =
E

(
[X − E(X)]3

)
[σ(X)]3

=
2/153

1/153
= 2 ,

A4 =
E

(
[X − E(X)]4

)
[σ(X)]4

=
9/154

1/154
= 9 .
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