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Pravdépodobnost a jeji vlastnosti
Nahodné jevy

Nahodny jev je vysledek pokusu (tj. realizace ur¢itého systému podminek) a jeho charakteristickym
rysem je, Ze muze, ale nemusi nastat. Miru moznosti jeho nastoupeni vyjadiuje v ¢iselné formé jeho prav-
dépodobnost. U ndhodnych jevl pozadujeme hromadnost a stabilitu, tj. dostate¢nou opakovatelnost
a neménnost pokusu. Nezbytnym predpokladem je také rozpoznatelnost nahodnych jevu.

1. Pojmy
Elementarnim nahodnym jevem w oznac¢ime jednotlivy vysledek pokusu.
Zakladni prostor () je mnozina vSech moznych vysledki pokusu (w € Q).
Nahodnym jevem A pak rozumime libovolnou podmnozinu zékladniho prostoru 2, tedy A C Q.
Jisty jev je ndhodny jev, ktery nastane pii kazdém pokusu.
Nemozny jev je ndhodny jev, ktery nenastane pii zadném pokusu.

2. Vlastnosti
1. Jisty jev je ekvivalentni zédkladnimu prostoru 2.
2. Nemozny jev je ekvivalentni prazdné mnozing 0.
3. Vztahy mezi ndhodnymi jevy vyjadfujeme pomoci mnozinovych inkluzi:
(a) A C B znamend, Ze nastoupeni ndhodného jevu A mé za nésledek nastoupeni ndhodného

jevu B.

(b) A = B znadi rovnost (ekvivalenci) ndhodnych jevii A a B.
4. Operace s ndhodnymi jevy vyjadfujeme pomoci mnozinovych operaci:

(a) Prunik ndhodnych jevii AN B nastane, jestlize nastanou oba ndhodné jevy A a B. Analogicky

n o0
definujeme ndhodné jevy [\ A4; a [ A;, které nastanou, jestlize nastanou vSechny ndhodné
i=1 i=1

jevy A;.

(b) Sjednoceni ndhodnych jevii A U B nastane, jestlize nastane aspoii jeden z ndhodnych jevi

=

n o0
A a B, tedy A nebo B. Analogicky definujeme ndhodné jevy |J A; a |J A;, které nastanou,
i=1 1

jestlize nastane aspoii jeden ndhodny jev A;.

c ozdil ndhodnych jevi A — B nastane, jestlize nastane ndhodny jev A a nenastane ndhodny
Rozdil ndhodnych jevi A — B t jestliz t ahodny jev A t Ahodny
jev B.

(d) Opaény nahodny jev k ndhodnému jevu A je jev A = Q — A, ktery nastane, jestlize nenastane
nahodny jev A.

(e) Néhodné jevy A a B jsou disjunktni, jestlize AN B = (. Ndhodné jevy A;, i = 1,2,... jsou
disjunktni, jestlize jsou disjunktni vSechny dvojice ndhodnjch jeva A;, A; pro i # j.

5. Vlastnosti operaci s ndhodnymi jevy jsou totozné s vlastnostmi operaci s mnozinami:
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(h) AN B =
(i) A—B
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,AUB= AN
,A—B+#B-—

Nyni, kdy jiz mame nadefinovany pojem nadhodny jev, pfistoupime k uréeni ,,miry“ nastoupeni nahod-
ného jevu. Tuto ,,miru“ nastoupeni budeme oznacovat pravdépodobnosti ndhodného jevu. Pravdépodob-
nost ndhodného jevu ale nelze definovat nad libovolnou mnoZinou ndhodnych jevi. Pokud dokéZeme urcit
pravdépodobnost ndhodného jevu A, tak dokdZzeme uréit i pravdépodobnost opa¢ného jevu A = Q — A.
Tedy do mnoziny ndhodnych jevi musi spolu s ndhodnym jevem A patfit i opa¢ny jev. Podobny pozada-
vek mame pro sjednoceni a prinik ndhodnych jeva. Strukturu, ktera spliuje tyto pozadavky, nazyvame
jevovym polem.

3. Pojmy Jevové pole ¥ na () je mnozina ndhodnych jevi (systém podmnozin zdkladniho prostoru
Q) s vlastnostmi:

1. Pro kazdy nédhodny jev A € X je A € X.

oo
2. Pro kazdou posloupnost ndhodnych jevi 4; € ¥,i=1,2,... je [ 4; € X.
i=1

K2

4. Vlastnosti
1.0ex Qe
2. ABeXY=ANB,AUB,A— BeY;

3. A, eXi=12,...n= ﬂ A;, U A; €Y
=1 =1

K2

4. A; €Xi=1,2,...= UAZEZ

=1

5. Priklad Nahodny pokus spociva v jednom hodu Sestisténnou hraci kostkou se sténami ocislovanymi
od 1 do 6. Nahodny jev A nastoupi, jestlize padne sudé ¢islo a ndhodny jev B nastoupi, jestlize padne
Cislo vétsi nez 4. Urcete: Q, A, B, AUB, ANB,A— B, B— A, X.

Reseni Zakladni prostor je Q = {1,2,3,4,5,6} je koneény a elementarni ndhodné jevy jsou {1},
{2}, {3}, {4}, {5}, {6}. Déle je A = {2, 4, 6} a B ={5, 6}, takze
A =1{1,3,5} ... padne liché &islo,
B =1{1,2,3,4} ... padne ¢islo mensi nez 5,
AUB={2,4,6}U{5,6} ={2,4,5,6} ... nepadne &slo 1 a 3,
ANB=1{2,4,6}N{5,6} = {6} ... padne ¢islo 6,
A—-B={2,4,6} —{5,6} = {2,4} ... padne &islo 2 nebo 4,
B—-A=1{5,6} —{2,4,6} = {5} ... padne dislo 5.

Protoze nejsou stanovena zadna omezeni na nahodné jevy, mizeme uvazovat maximalni jevové pole
(mnoZinu vSech podmnozin koneéného zékladniho prostoru Q) ¥ = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1, 2},
{1,3},...,{5,6},...,{2,3,4,5,6}, Q}, které obsahuje 26 = 64 nahodnych jevii.

6. Priklad Necht zdkladni prostor Q = {a, b, ¢, d}. Mame ndhodné jevy A = {a} a B = {¢,d}. Dopliite
nahodné jevy A a B tak, abyste dostali co nejmensi jevové pole.

Reseni Jevové pole musi obsahovat: () a Q.
S kazdym jevem obsahuje opa¢ny jev: A = {b,c,d}, B = {a,b}.
S kazdymi ndhodnymi jevy obsahuje jejich prinik a sjednoceni: AU B = C = {a, ¢, d}.
S nadhodnym jevem C obsahuje i opa¢ny jev: C' = {b}.
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Pomoci opa¢ného jevu, sjednoceni a pruniku jiz nedostaneme zadny dalsi ndhodny jev. Tedy

2 = {0,{a}, {b},{a,b},{c,d}, {b,c,d},{a,c,d},Q}.

Pravdépodobnost a jeji vlastnosti

Jestlize pfi opakovanych sériich nahodnych pokust, které sestavaji vzdy z IV pokust, sledujeme chovani
relativni ¢etnosti nastoupeni ndhodného jevu A, tj. posloupnosti ¢isel

N(A)
N

kde N(A) je pocet nastoupeni jevu A v dané sérii N pokust, pak vidime, Ze posloupnosti relativnich
Cetnosti maji ve skoro vSech sériich snahu konvergovat pro dostatecné velky pocet pokust N k jisté
pevné hodnoté - viz pfiklad jedné takové posloupnosti na nasledujicim Obrazku 1. Tato teoretickd hod-
nota P(A) vyjadfuje miru moZnosti nastoupeni ndhodného jevu A v jednotlivém pokusu a hovofime
o tzv. ,statistické definici pravdépodobnosti “ ndhodného jevu A.
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Obrazek 1: Konvergence posloupnosti relativnich ¢etnosti

Relativni ¢etnosti

Z jakékoliv realizované série N pokusti vSak mizeme pravdépodobnost P(A) ndhodného jevu A pomoci
zjisténé relativni Cetnosti % pouze vice ¢i méné piesné odhadnout. Naopak pravdépodobnost P(A)
znamena, ze pii mnoha pokusech (Fadové tisice a vice) nastoupi ndhodny jev A zhruba ve 100P(A) %

pokust. Na vlastnostech relativni ¢etnosti

o< M <y
B N(AUB) N(A) N(B)
ANB=0 = N =N N

je zaloZena néasledujici obecné (axiomatickd) definice pravdépodobnosti ndhodného jevu.

7. Pojmy Pravdépodobnost P(A) ndhodného jevu A € ¥ je redlna funkce definovand na jevovém
poli ¥ s vlastnostmi:

1. P(A) > 0 pro vSechny nédhodné jevy A € X.
2. P(Q)=1.

3. Pro kazdou posloupnost disjunktnich nahodnych jeva A; € ¥,i =1,2,... je
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=1 =1

Usporadand trojice (2, ¥, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

8. Vlastnosti

1. P(A) =1— P(A);
2. AC B= P(A) < P(B), P(B— A) = P(B) — P(A);
3. P(flllu...uAn)fl—P(Am...nAn):

= ZlP(Ai)— S O PMANA)+ .+ (=) P(AIN.. . NA),n>2

i,j=1,i<j
specialné pro n = 2 je
P(AUB)=1-P(ANB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB).

9. Pojmy Jestlize zakladni prostor € je koneény nebo spocetny (tj. elementérni jevy {w} lze usporadat
do posloupnosti), pak

P(A) =) P({w})

wEA

a pro zdkladni prostor ) tvofeny n stejné pravdépodobnymi elementérnimi jevy {w} je

kde m je pocet elementérnich jevii {w}, z nichz sestdva ndhodny jev A.
Rikame, Ze m je pocet priznivych vysledkii pokusu a n je poéet moznych vysledkt pokusu.
Hovofime pfitom o tzv. ,.klasické definici pravdépodobnosti‘‘ ndhodného jevu A.

10. Piiklad ~ ~

Vypoctéte pravdépodobnosti P(A), P(B), P(A), P(B), P(AU B), P(AN B), P(A — B), P(B - A)
nahodnych jevt z Piikladu 5 pro hraci kostku z homogenniho materialu ve tvaru krychle.

Reseni Vsechny elementarni ndhodné jevy maji vzhledem k pravidelnosti a homogennosti hraci

kostky stejnou pravdépodobnost P({w}) = % an = 6. PHimym vypoctem z ,klasické definice pravdépo-
dobnosti“ obdrzime

3 1 2 1 - 3 1 _ 4 2
PA)=-=—-PB)==-=-,P(A)=-=—-,P(B) ===
(A)=2=2 P(B) == P(A) =5 =2 P(B) =5 ==,
4 2 1 2 1 1
P(AUB)==-=—-,P(ANnB)==-,P(A—-B)==-=-,P(A—B) = —.
(AUB)= == 2, P(ANB) = 2, P(4—B) = = = 2, P(A— B) = ¢
Z vlastnosti pravdépodobnosti 1ze napf. urcit
P(A)=1-P(A)=1-1% =3,
11 1 2
P(AUB) = P(A) + P(B)—P(AQB) :§+§_6:§

11. Piiklad Vime, ze v dodavce 100 hiideli nemé pozadovany pramér 10 kust, pozadovanou délku
nemd 20 kusti a soucasné nema pozadovany prumeér i délku 5 kusii. Urcete pravdépodobnost toho, ze
nahodné vybrana hiidel z dodavky mé pozadovany priumér i délku.

Reseni Predpokladejme, zZe kazda hiidel v dodévce ma stejnou pravdépodobnost vybéru. Jestlize
A znaéi ndhodny jev, Ze vybrana hiidel nema pozadovany primér a B znadi ndhodny jev, Ze vybrand
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h¥idel nema pozadovanou délku, pak P (4) = 10/100 = 0,10, P(B) = 20/100 = 0,20, P(ANB) =
5/100 = 0,05. Pravdépodobnost toho, Ze ndhodné vybrana hiidel mé pozadovany pramér i délku, je

P(AmB):1—P(AmB) —1-P(AUB)=1-[P(A)+ P(B)— P(ANB)] =

=1- (0,104 0,20 — 0,05) = 0, 75.

Podminéna pravdépodobnost a nezavislé jevy

12. Pojmy Pravdépodobnost ndhodného jevu A € ¥ za podminky (pfedpokladu), Ze nastane ndhodny
jev B € 3, P(B) # 0, je podminéna pravdépodobnost

P(AN B)

P(AIB) = ~55

Podminéna pravdépodobnost P (A|B) je relativni mirou nastoupeni ndhodného jevu A vzhledem k mite
moznosti nastoupeni ndhodného jevu B.

13. Vlastnosti

1. P(Al ﬂ...ﬂAn) = P(Al)P(A2|A1)P(An‘A1 ﬂ...ﬂAnfl),
specidlné pron = 2 je P(ANB) = P(A) P (B|A) = P(B) P (A|B).
2. Pro ndhodny jev A C |J B;, kde B; jsou disjunktni ndhodné jevy, i = 1,...,n, je tzv. Gplna

=il

pravdépodobnost
Z P(B;)P(A|B;)
a pro P(A) # 0 plati Bayesuv vzorec
P(B;)P(A|B))

n )

l; P(B;)P(A|B;)

P(B;|4) =

N

Predpoklad A C U B; ve vlastnosti 2 se casto nahrazuje predpokladem U B; = Q a hovoti se

=1

o uplné skupiné dlSJunktIllCh jevu B;.

14. Piiklad Ze skupiny 100 vyrobku, kterd obsahuje 10 zmetkt, vybereme ndhodné bez vraceni
3 vyrobky. Pravdépodobnost toho, ze prvni vyrobek neni zmetek — ndhodny jev A, druhy vyrobek neni
zmetek — ndhodny jev Ay a tfeti vyrobek je zmetek — ndhodny jev As, je

90 8910

P(A1 N1 A2 N A3) = P(A)P(Ao| A1) P(A3] Ay 11 Ag) = 5500 o0 = 0,08256.

15. Priklad Do obchodu s potravinami dodévaji rohliky stejného druhu 3 pekarny v poctech 500,
1000 a 1500 kust denné. Zmetkovitost jejich dodavek je 5 %, 4 % a 3 %. Jejich dodavky jsou v obchodé
smichany do celkové zasoby. Urcete pravdépodobnost, Ze:

1. ndhodné vybrany rohlik z celkové zasoby je zmetek;

2. tento rohlik byl dodan druhou pekarnou.

Reseni Ozna¢me ndhodné jevy
A ...vybrany rohlik je zmetek,
B; ...rohlik byl dodan i-tou pekarnou, i = 1,2, 3.
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Pravdépodobnosti jsou:

_ 500 1 _
P(Bl> - 500+11000000+1500 - g’ P(A|By) = 0,05,
P(By) = W = g, P(A|Bs) = 0,04,
P(Bs) = 500+1000+1500 6’ P(A|B3) = 0,03.

1. Podle vzorce pro tplnou pravdépodobnost je

1 2 30,22
P(A) = 0,05 +0,04% 40,037 = ~

= 0,036 ~ 0, 03667,

takze zmetkovitost z hlediska zdkaznika je priblizné 3,667 ;%.

2. 7 Bayesova vzorce pro j = 2 je

0,042 0,08 _
P(Bs|A) = —555° = 0 9p = 0,36~ 0,36364.
6 )

Analogicky lze ziskat P(B;|A) ~ 0,22727 a P(Bs|A) ~ 0,40909, takze nejvétsi podil na zmetkovitosti
celkové zasoby mé 3. pekarna. Pfitom mé absolutné nejmensi zmetkovitost ze vsech tii dodavatelt, avsak
dodava nejvétsi pocet rohliki.

16. Pojmy
1. Nahodné jevy A, B € X jsou nezavislé, jestlize P (A|B) = P (A) anebo P(B) = 0.

2. Nahodné jevy A;p,..., A, € X jsou vzajemné nezavislé, jestlize jsou nezavislé vSechny dvojice
nahodnych jevi A;, A; pro vSechny indexy i # j, dale jsou nezavislé A;, A; N Appro vsechny indexy
i#j,i#k, A, A; N AN Ay, pro vechny indexy @ # j, ¢ # k a i # m, atd.

17. Vlastnosti Pro nezavislé ndhodné jevy plati:
1. A, B jsou nezavislé, pravé kdyz P (AN B) = P (A) P (B).
2. Jestlize Aq, ..., A, jsou vzdjemné nezavislé, pak:

(a) P(A1N...NA,) =P (A1) ---P(4,),
(b) P(AjU...UA,) =1—[1—P(A)]---[1 - P(4)],

(c) ndhodné jevy By, ..., B, jsou vzajemné nezavislé pro libovolné varianty B; = A;, A;, €.

18. Priklad Vyrobek prochézi tfemi nezavislymi operacemi, pii kterych jsou pravdépodobnosti vyroby
zmetku P(A;) = 0,05, P(A43) = 0,08 a P(A3) = 0,03. Urcete pravdépodobnost vyroby zmetku po vSech
tfech operacich.

Reseni
Vzhledem k nezévislosti operaci jsou vzajemné nezavislé i ndhodné jevy A;, Ay, Az a vyrobek je
zmetek, jestlize nastane aspon jeden z téchto jevi, takze

P(A UAyUAs)=1—[1—P(A)][1 - P(A3)][1 — P(A3)] =1—0,95-0,92 0,97 = 0,15222.
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