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Nahodny vektor a jeho charakteristiky

V nasledujici kapitole budeme vénovat pozornost pouze dvourozméinému ndhodnému vektoru, i kdyz
uvedené pojmy a jejich vlastnosti lze pfirozené zobecnit i na vicerozmérné nahodné vektory.

Predstavte si, ze provadite nahodny pokus, jehoz vysledek ohodnotite dvojici ¢isel, tj. dvourozmérnym
vektorem. Pted provedenim pokusu jeho vysledek a tedy ani sledované hodnoty neznéte. Proto je vektor,
ktery pripisuje vysledku ndhodnému pokusu vami sledované hodnoty, oznacovan jako ndhodny vektor.
Néhodny vektor zna¢ime velkym tuénym pismenem, napf. X a jeho slozky zna¢ime X; a Xs. Mnozinu
moznych hodnot nahodného vektoru nazyvame obor hodnot ndhodného vektoru X a znac¢ime jej X.
Poté, co je pokus proveden, je namérend hodnota nadhodného vektoru znacena malym tuénym pismenem,
napi. « = [21mm, 5g]T. Ndhodnym vektorem muze byt napiiklad

e délka a vaha vysoustruzené soucastky

e pocet osob a doba ¢ekani ve fronté

e dnesni teplota a atmosfericky tlak

e pocet vyrobku ze zdsilky, které jiz nelze opravit a které jsou opravitelné

Uved' mé nyni matematicky piesnéjsi popis ndhodného vektoru. Z dtivodu pifstupnosti latky studenttim

budou pojmy a vlastnosti v tomto textu zavedeny ve stejné podstaté nicméné s mirnymi odchylkami od
presnych matematickych formulaci.

1. Pojem Dvourozmérnym ndhodnym vektorem (vzhledem k A) rozumime vektor X = [X;, Xo]7,
jehoz slozky X7, X5 jsou ndhodné veli¢iny na stejném zdkladnim prostoru (€2,.4). Obor hodnot ndhodného
vektoru X znacime X. Realizaci ndhodného vektoru, tj. X (w), w € Q, znac¢ime x, popiipadé ve slozkich
[z1, 2] "

2. Pojem Redlnou funkci F': (—o00,00) X (—00,00) — (0, 1) definovanou predpisem
F(xl,xg) = P(Xl < l‘l,XQ < iL‘Q)

nazyvame (simultanni, sdruzend) distribuéni funkce dvourozmérného ndhodného vektoru X =
[X1, X5]T, poptipadé simultanni (sdruZend) distribuéni funkce ndhodnych veli¢in X; a Xo.

3. Pojem Rekneme, 7e ndhodny vektor je diskrétni, resp. ma diskrétni rozdéleni pravdépodob-
nosti, je-li jeho oborem hodnot nejvyse spoc¢etnd mnozina X = {x, @, ...}, tj. nabyva nejvyse spocetné

mnoha hodnot x; = [x11,x12]T,932 = [$21,$22]T7333 = [$31ax32]T7 ..o, tak, ze
0o (es)
ZP(X =x;) = ZP(X1 =z, X2 =) = 1.
i=1 i=1

4. Pojem Simultdnni (sdruzend) pravdépodobnostni funkce diskrétniho ndhodného vektoru X
je funkee p : (—o00, 00) X (—00,00) — (0,1) dand predpisem

p(z1,x0) = P(X7 = 21, Xo = x9).

5. Piiklad Pravdépodobnost, ze pfi prenosu digitdlni informace dojde k silné, resp. stfedni, resp. zadné,
deformaci bitu je 0.1, 0.3 a 0.6. Predpoklddejme, ze jsou pfeneseny dva bity a rozsah deformace je pro
kazdy bit nezavisly. Nahodny vektor X = [X;, X5]T uddva pocet bitii se silnou (X;) a stiedni (X3)
deformaci.

Oborem hodnot ndhodného vektoru X je mnozina X = {[0,0]*,[0,1]T,[0,2]T, [1,0]T, [1, 1T, [2,0]*}.
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Nejprve vypocteme pravdépodobnostni funkci

P(X; =0,X;=0)=0.1°-0.3°-0.62 = 0.36 pro [z1,72]T = [0,0]T
P(X; =0,X;=1)=2-0.1°.0.3"-0.6' =0.36 pro [z1,22]T =[0,1]T
P(X; =0,X;=2)=0.1°-0.32-0.6° = 0.09 pro [x1,z2)T =10,2]7

p(r1,22) = P(X; =1,X2=0)=2-0.1'-0.3° . 0.6 =0.12 pro [z1,2]T =[1,0]T
P(X;=1,Xy=1)=2-0.1-0.31-0.6° =0.06 pro [z1,z2]T = [1,1]T
P(X; =2,X2=0)=0.12-0.3°-0.6° = 0.01 pro [z1, 22T = [2,0]T
0 jinak

Vysledek muzeme zapsat do pravdépodobnostni tabulky 1 a zndzornit graficky, viz. obrazek 1.
1‘2\371 ‘ 0 1 2

0 0.36 0.12 0.01
1 0.36 0.06 O
2 0.09 0 0

Tabulka 1: Pravdépodobnostni tabulka ndhodného vektoru X = [X;, X5]T z piikladu 5

p(:l?l,xz)

T2

Obrézek 1: Graf nenulovych hodnot pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru X = [X;, Xo]T z
piikladu 5 (V ostatnich bodech je pravdépodobnostni funkce nulovd. )

7 pravdépodobnostni funkce odvodime distribuéni funkci, kterd je pro prehlednost zapsana v Tabulce
2 a znézornéna graficky v Obrazku 2.

z\w1 | (=00,0) (0,1) (1,2) (2,00)
(—00,0) [ 0 0 0 0
(0,1) 0 0.36 0.48 0.49
(1,2) |0 0.72 0.9 091
(2,00) |0 081 099 1

Tabulka 2: Distribu¢ni funkce F(z1,z2) ndhodného vektoru X = [X1, X5]T z pitkladu 5

Postup vypoctu hodnot distribuéni funkce F(x1,z2) z pravdépodobnostni funkee p(x;,z2) ukdzeme
na F(1.5,0.5), tj. na vypoctu hodnoty distribuéni funkce na intervalu (1,2) x (0, 1).

F(15,05) = P(X;<15,X,<0.5)=
= P(Xi=0vXi=1)A(X2=0)) =
= P(X1=0AXe=0)V(X1=1AX2=0)) =
= p(0,0) +p(1,0) = 0.36 + 0.12 = 0.48
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Obrézek 2: Graf simultdnn{ distribu¢n{ funkce ndhodného vektoru X = [X1, X2|T z piikladu 5

6. Pojem Rekneme, Ze ndhodny vektor je spojity, resp. mé spojité rozdéleni pravdépodobnosti,
jestlize existuje nezdpornd funkce f(z1,z2) takovd, ze

F(zy,29) = /_9: /_Z f(s,t)dtds.

Funkci f(x1,x2) nazyvdme sdruzenou (simultdnni) hustotou ndhodného vektoru X.

7. Vlastnosti Pro simultanni hustotu ndhodného vektoru X plati
L. ffooo ffooo f(xlng)dl'gdxl =1
2
2. f($1,$2> = ﬁF(mhxz).

3. P(X € M) = [[ f(z1,x2)dz2dz; pro libovolnou mnozinu M v R?
M

Marginalni rozdéleni

V souvislosti s rozdélenim ndhodného vektoru X nazyvame rozdéleni jeho slozek marginalnimi rozdeé-
lenfmi ndhodného vektoru X.

8. Pojem Margindlnimi distribuénimi funkcemi ndhodného vektoru X = [X;, X5]T rozumime
distribuéni funkce ndhodnych velicin X, Xo, tj.

FX1(1‘1) = P(X1<171),
FXZ(J}Q) S P<X2<l'2)~

Pro odliseni distribu¢nich funkei ndhodnych veli¢in X; a X5 byl u predchoziho pojmu uzit dolni index.
Bude-li to nutné, budou stejnym zpusobem odliSeny i jiné funkéni a ¢iselné charakteristiky nahodnych
velicin X7 a Xo.

9. Vlastnosti 7 definice simultdnni distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in X7, X5 plyne

Fxl(l‘l) = P(Xl <z, X9 < OO) = lim F(l’l,xg),
To—00

Fx,(x2) = P(X;<o00,Xy<ax2)= lim F(x1,22)
T1—00

10. Pojem Rekneme, ze dvé ndhodné veli¢iny jsou nezavislé, jestlize

F(xy,22) = Fx,(x1)Fx, (z2).
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11. Vlastnosti Diskrétni ndhodné veli¢iny X;, X9 jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz
p(x1,22) = px, (x1)px, (x2), pro vSechna x1,xs € (—00,00).
Spojité ndhodné veliciny X, X5 jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

f($17x2) = le (xl)le (xQ)a pro vSechna T1,T2 € (—OO, OO)

12. Pojem Marginalnimi pravdépodobnostnimi funkcemi diskrétniho nahodného vektoru X =
[X1, X2]T rozumime pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in X;, Xo, tj.

px, (1) = P(X1==z1),
px,(72) = P(X2=u1m2).

13. Vlastnosti Z definice simultanni pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in X7, X5 plyne

px, (@) = P(Xi=m1,X; € (—00,00)) = > pla1,22),
To=—00

Px,(2) = P(Xi€(—00,00),Xo=m3) = »  pla1,22).
r1=—00

14. Pojem Marginalnimi hustotami spojitého ndhodného vektoru X = [X7, X5]T rozumfme hustoty
nahodnych velicin X7, X5, které lze vypocist jako

e flon)) = /_OO )i,

fx2<.’172> = /_Oo f(xl,xg)dxl.

15. Piiklad Vypoctéme marginalni pravdépodobnostni funkce a marginalni distribuéni funkce ndhod-
ného vektoru X z piikladu 5. Vypocet marginalnich pravdépodobnostnich funkei ndhodnych veli¢in X7 a
X5 uzitim vlastnosti 13 Ize s vyhodou provést piimo v pravdépodobnostni tabulce ndhodného vektoru X,
viz. Tabulka 1. Marginalni pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X;, resp. Xo, je sou¢tem hodnot
simultanni pravdépodobnostni funkce ve sloupci, resp. v fadku.

xo\x1 0 1 2 px, (x2)

0 0.36 0.12 0.01 | 0.49
1 0.36 0.06 O 0.42
2 0.09 0 0 0.09

px,(z1) | 0.81 0.18 0.01

Tabulka 3: Vypocet margindlnich pravdépodobnostnich funkef ndhodného vektoru X = [X1, Xt z
piikladu 5

Marginalni distribuéni funkce odvodime z marginédlnich pravdépodobnostnich funkei.

0 proz; <0
Fx. (1) P(X;=0)=0.81 pro0<z; <1
xr =
K P(X; =0) + P(X; = 1) = 0.81 +0.18 = 0.99 pro 1 < a; <2

P(X;=1)+P(X;=1)+P(X; =2) =081+0.18+001=1 pro2<ua
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0 pro zo <0
P (ag) — | P2 =0) =049 pro 0 < x5 < 1
T P(Xy = 0) + P(Xo = 1) = 0.49 + 0.42 = 0.91 pro 1 < @y <2

P(X2 = 1) + P(Xg = 1) + P(X2 = 2) =049+042+0.09=1 pro 2 < x9

Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru

16. Pojem Stfedni hodnotou ndhodného vektoru rozumime vektor E(X) = [E(X;), E(X3)]T.

17. Pojem Varianc¢ni matice ndhodného vektoru je matice

D(X; C(X1, Xo
var(X) = ( coé,ﬁ) g)(xa ! )

kde
C(X1, X2) = E([X1 — E(Xy)] - [X2 — E(X2)])

Redlné ¢islo C(X1, X2) nazyvdme kovarianci ndhodnych velicin X; a Xs.

18. Vlastnosti Pro kovarianéni matici ndhodného vektoru X plati

—_

. Matice var(X) je symetrickd a pozitivné semidefinitni.

2. C(X1,Xz) = E(X1 - Xo) — [E(Xy) - E(X2)].

var(a + BX) = Bvar(X)B", pro libovolny vektor a € R? a matici B typu n x 2.
Clar + b1 X7, a2 + b2 Xs) = b1b2C(X1, X3).

C(X1,X,) =D(Xy).

D(X: + X5) = D(X1) + D(X2) + 2C(X1, X2).

N & > 89

Jsou-li ndhodné veliciny X; a X, nezdvislé, pak C(X7, X3) = 0.

19. Pojem Korelaéni matice nahodného vektoru X je matice

1 (X1,X5)
cor(X) = < o(X1, X2) ’ 1 )7

kde
—SX) el D(X;) #0, D(X3) #0
o(X1. X,) = | YPoopeey 1 DX #0, D) #0,
0 jinak.

Redlné ¢islo o(X7, X2) nazyvdme korelace (korelaéni koeficient) ndhodnych velicin X; a Xs.

20. Pojem Jestlize C(X;, X5) = 0, ifkdme, ze jsou ndhodné veliciny X; a X5 nekorelované.
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21. Vlastnosti Pro korela¢ni matici ndhodného vektoru X plati
1. Matice cor(X) je symetrickd a pozitivné semidefinitni.

2. o(X1,X5) € (—1,1).

3. o(X1,a2) = o(a1, X3) = 0(a1,az) = 0 pro libovolna a;,as € R.
4, Q(Xl,Xl) =1.
5. Jestlize p = 1, pak existuje a,b € R, b > 0 takové, ze X5 = a + bX; s pravdépodobnosti 1.

6. Jestlize p = —1, pak existuje a,b € R, b < 0 takové, ze Xo = a + bX; s pravdépodobnosti 1.

7. Jsou-li ndhodné veli¢iny X; a X5 nezavislé, pak jsou nekorelované.

22. Poznamka Zduraznéme, ze pojmy nekorelované a nezavislé ndhodné veli¢iny nejsou ekvivalentni.
Jsou-li ndhodné veli¢iny nekorelované, nemusi byt nutné nezavislé. Bez pridani dalsich predpokladu je
pouze jisté, ze mezi nekorelovanymi nahodnymi veli¢inami neexistuje linedrni zavislost.

23. Priklad Spoctéme ciselné charakteristiky ndhodného vektoru X z ptikladu 5. Stfedni hodnotu EX
vypocteme z margindlnich pravdépodobnostnich funkei v Tabulce 3.

E(X;)=0-0.81+1-0.1842-0.01 = 0.2
E(X2)=0-0.49+1-0.42+2-0.09 = 0.6

Pro rozptyl nejdiive vypocteme stiedni hodnoty druhych mocnin ndhodnych velicin X7, Xo

E(X2)=02.0.81 +12-0.18 + 22 0.01 = 0.22
E(X2)=0?-0.49 + 12 - 0.42 + 22 - 0.09 = 0.78

odkud dostiavame

D(X,) =E(X?) - [E(X1)]*=0.22 - 0.2 =0.18
D(X») = E(X3) — [E(X2)]*> = 0.78 — 0.6 = 0.42

Abychom mohli vypoéist kovarianci uzitim vztahu 2 v odstavci 18 potiebujeme vyéislit

E(X;-X;) = 0-0-036+4+0-1-0.124+0-2-0.01+1-0-0.36 +
+1-1-0064+1-2-0+2-0-0094+2-1-04+2-2-0=
= 0.06

odkud
C(X1,X5)=0.06—-0.2-0.6 =—0.06

Muzeme tedy napsat varianéni matici ndhodného vektoru X

0.18  —0.06
Var(X)_(—O.O6 0.42 )

Na zavér stanovme korela¢ni koeficient, a tim i korela¢ni matici. Podle definice

CX1,Xa) 006 . o0

o(X1,X5) = J/D(X1)\/D(X2) Vo1sv042

a proto
1 —0.218
cor(X) = < ~0.218 1 >
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