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Testovani statistickych hypotéz

1 Statisticka hypotéza a jeji test

V praxi jsme nuceni rozhodnout, zda néjaké tvrzeni o parametrech nahodnych veli¢in nebo o veli¢iné
samotné je pravdivé ¢i nikoli. Nap¥.: Zda zmetkovitost t¥i rtiznych vyrobnich linek je stejna. Zda variabilita
zisk® 5 riiznych prodejcti je stejna. Zda primeéry hiideli se chovaji podle zdkont normélniho rozdéleni.
Tato tvrzeni budeme nazyvat statistické hypotézy, presnéji bude pojem zaveden v nasledujici definici, a
matematicky postup vedouci k zamitnuti ¢i nezamitnuti dané hypotézy se nazyva test statistické hypotézy.

Predem upozornujeme na to, Ze neexistuje matematicky postup, ktery prokaze platnost statistické
hypotézy. Pouze rozhodneme, zda danou hypotézu zamitime a dopustime se chyby s pravdépodobnosti
mensi nez zvolené «, nebo hypotézu nezamitaime, ale nevime zda hypotéza plati ¢i médme jenom nedostatek
informaci (vét$inou podet méfeni) k zamitnuti hypotézy.

1. Pojmy Statisticka hypotéza H je tvrzeni o vlastnostech rozdéleni pravdépodobnosti pozorované
nahodné veli¢iny X s distribuéni funkei F' (z, %) nebo ndhodného vektoru (X, Y') se simultdnni distribuéni
funkei F(z,y,?) apod.

Postup, jimz ovéfujeme danou hypotézu, se nazyva test statistické hypotézy. Proti testované
hypotéze H, nazjvané také nulova hypotéza, stavime tzv. alternativni hypotézu H, kterou volime
dle pozadavku ulohy.

Jestlize H je hypotéza, Ze parametr ¥ ma hodnotu ¥, piseme H : 9 = 0. Piipad H : 9 # 9y je
dvoustranna alternativni hypotéza a H : 9 > 0, resp. H : 9 < U, je jednostranna alternativni
hypotéza.

2. Priklad Nulové hypotéza (parametrickd): Stfedni hodnota vysky studentt je 175 cm.
Jednostranna alternativni hypotéza: Stfedni hodnota vysky studentd je mensi nez 175 cm.
Oboustranna alternativni hypotéza: Stfedni hodnota vysky studentd neni 175 cm.

Nulové hypotéza (neparametrickd): Vyska student mé normalni rozdéleni.

Alternativni hypotéza: Vyska studentil nema normalni rozdéleni.

3. Pojmy Pro testovani hypotézy H : ¥ = ¥ proti néjaké zvolené alternativni hypotéze H se konstruuje
vhodn4 statistika T' (X7, ..., X, ), tzv. testové kritérium.

Obor hodnot testového kritéria T (X1,...,X,) se za predpokladu, Ze plati hypotéza H : ¢ = vy,
rozdéli na dvé disjunktni podmnoziny: kriticky obor W, a jeho doplnék W, (viz Obréazek 1). Kriticky
obor W, se vzhledem k alternativni hypotéze H stanovi tak, aby pravdépodobnost toho, Ze testové
kritérium 7' (X1, . .., X, ) nabude hodnotu z kritického oboru W, byla « (pfesnéji pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu T nejvyse a).

Cislo a > 0 je hladina vyznamnosti testu a volime ji blizkou nule, obvykle 0,05 anebo 0,01. Hladina
vyznamnosti se nékdy uvadi také v % (napf. v softwarovych aplikacich pro PC), tedy obvykle 5 % anebo
1 %.

4. Priklad Urcete kriticky obor Wy g5 vzhledem k oboustranné alternativni hypotéze, jestlize vite, ze
testové kritérium T m4 rozdéleni N(0,1).

Reseni Kriticky obor urcujeme vzhledem k oboustranné alternativni hypotéze, tedy zvolime kri-
ticky obor Wy g5 = (—00;t1) U (t2; +00) tak, aby platilo

P(T<t)=Pts<T)= 0’205,
dostaneme pro kritické hodnoty t1,ts rovnice
P (ty) = 0’205 =0,025,® (ty) =1 — 0’205 =0, 975.
Odtud je t; = ug,025 = —Uo,975 & t2 = Ug 975, kde ug 975 je 0,975-kvantil normovaného normalniho roz-

déleni N(0; 1). Hodnoty kvantilu lze ziskat z tabulky T1, odkud pro hladinu vyznamnosti a = 0,05 je
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T ~ Normal N(0,1)
-1.96 1,95

Mean 0
StDev 1

0,95

0,025 025

- - 2 3
005 Wo.o5 Wu,c|5
@ G

Obrazek 1: Uréeni kritického oboru
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up,975 = 1,960. Takto ziskany kriticky obor je zndzornén na Obrazku 1 véetné odpovidajicich pravdépo-
dobnosti.

5. Pojmy Rozhodnuti o hypotéze H pomoci pozorovanych hodnot ndhodné veliciny X je pak zalozeno
na nésledujici konvenci. Jestlize tzv. pozorovani hodnota testového kritéria ¢ =T (z1,...,2,) na
ziskaném statistickém souboru (z1,...,z,) padne do kritického oboru, tedy ¢ € W,, zamitdme hypo-
tézu H a souCasné nezamitame hypotézu H na hladiné vyznamnosti o. Jestlize naopak nepadne ¢ do
kritického oboru, tedy ¢t € W,, nezamitdme hypotézu H a soucasné zamitame hypotézu H na hladiné
vyznamnosti a.

6. Poznamka Nezamitnuti hypotézy H, resp. H, neznamena jesté prokazani jeji platnosti, nebot jsme
na zakladé realizace ndhodného vybéru ziskali pouze informace, které nestaci na jeji zamitnuti. Je-li to
mozné, je vhodné pred prijetim dané hypotézy zvétsit rozsah statistického souboru a znovu hypotézu H
testovat.

Pii testovani hypotézy H mohou nastat ¢tyii moznosti zndzornéné v Tabulce 1 Jestlize zamitame
neplatnou hypotézu anebo nezamitdme platnou hypotézu, je vSe v potfadku, avsak pfi rozhodnuti o hy-
potéze H na zakladé testu se muzeme dopustit jedné ze dvou chyb:

1. Chyba prvniho druhu nastane, jestlize hypotéza H plati, avsak t € W,, takZe hypotézu H
zamitdme. Pravdépodobnost této chyby je hladina vyznamnosti o = P (T € W, /H).

2. Chyba druhého druhu nastane, jestlize hypotéza H neplati, aviak t ¢ W, (tj. t € W,), takie
hypotézu H nezamitdme. Pravdépodobnost této chyby je 8 = P (T ¢ W, /H) a pravdépodobnost
1-8=P (T € Wa/f_{) je tzv. sila testu.

Hladina vyznamnosti, tj. pravdépodobnost chyby prvniho druhu « méa ten prakticky vyznam, ze
pfi mnoha opakovanych realizacich ndhodného vybéru (napf. fadové v tisicich) a soucasné platnosti
testované hypotézy H se v pfiblizné 100 a % testech této hypotézy zmylime, tedy zamitneme platnou
hypotézu. Podobné kdyz hypotéza H neplati, tak se v p¥iblizné 100 3 % testech zmylime a nezamitneme
ji. Av8ak snizenim hladiny vyznamnosti « se pii nezménéném rozsahu statistického souboru n zvysi g a
naopak, takze pro zvolenou hladinu vyznamnosti « zajistujeme sniZeni 3 zvySenim rozsahu n. Riziko chyb
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H PLATT NEPLATI

ZAMITAME | CHYBA 1. DRUHU () —

NEZAMITAME — CHYBA 2. DRUHU ()

Tabulka 1: Skutecnost versus rozhodnuti

prvniho i druhého druhu nelze v redlnych tlohach eliminovat, pouze je muzeme snizit. Vztah mezi o a
je ilustrovan na Obrazku 2, kde pro jednoduchost je i alternativni hypotéza H jednoducha. Na tomto
obrazku kiivky vlevo odpovidaji hustoté (pravdépodobnostni funkei) testového kritéria T p¥i platnosti
hypotézy H a kiivky vpravo odpovidaji hustoté (pravdépodobnostni funkci) testového kritéria T pii
platnosti hypotézy H.

W v,

Obréazek 2: Vztah chyby prvniho a druhého druhu

7. Priklad Rozdilnost chyby prvniho a druhého druhu a jejich vzajemnou souvislost si ukdZeme na
vam velmi blizkém pfipadu - zkouSeni studenta.

Nulova hypotéza H: student umi

Alternativni hypotéza: student neumi.

Zéavéry vyucujictho: student zkousku udélal (tedy H nezamitdme) nebo student zkousku neudélal
(tedy H zamitame).

Chybu prvniho a druhého druhu ilustruje Obrazek 3. Nyni je vam zfejmé, ze mezi témito chybami je
vyznamny rozdil. A déle, ze ze zvétSujici se chybou prvniho druhu (uditel je pfisnéjsi) se zmensuje chyba
druhého druhu a naopak. Jedind moznost jak zmensit obé dvé chyby je ziskat vice informaci o znalostech
studenta, coz pfi testovani statistickych hypotéz znamena zvétsit rozsah souboru n.
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Obrazek 3: Ukazka chyby prvniho a druhého druhu

8. Poznamka Vzhledem k tomu, Ze testové kritérium T je nadhodné veli¢ina, byva obor W, ve tvaru
intervalu, napf¥. (t1;t2), kde t1, s jsou kvantily statistiky 7' (tzv. kritické hodnoty), podobné jako u
intervalovych odhadi. Poznamenejme, Ze intervalové odhady lze pfimo pouzit k testovani statistickych
hypotéz. Nap¥. pii testu hypotézy H : 9 = 1y proti alternativé H : ¥ # 9y na hladiné spolehlivosti a,
muzeme misto testového kritéria vzit oboustranny intervalovy odhad parametru 9 se spolehlivosti 1 — a.
Jestlize tento intervalovy odhad obsahuje hodnotu ¥, hypotézu H nezamitdme na hladiné vyznamnosti a
a naopak.

9. Priklad Byl ziskdn statisticky soubor padesati hodnot o délce jisté vyrobni operace a vypocteny
diselné charakteristiky a intervalovy odhad stfedni hodnoty se spolehlivosti 95% za piedpokladu, Ze jsou
data vybrana z normalniho rozdéleni (viz Obrazek 4). Rozhodnéte na hladiné vyznamnosti 0,05, zda ma
pravdu normovac, ktery tvrdi, Ze stfedni hodnota doby operace je 5 min.

Vzhledem k tomu, Ze hodnota 5 lezi uvnitt intervalového odhad stredni hodnoty se spolehlivosti 95%,
nezamitame hypotézu H : u = 5 proti alternativé H : u # 5 na hladiné vyznamnosti a.

2 Testy hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni

V tomto odstavci pfedpoklddame, Ze ndhodné veli¢iny X a Y | resp. ndhodny vektor (X, Y'), maji normalni
rozdéleni pravdépodobnosti. Pfedpoklad o normalnim rozdéleni pravdépodobnosti lze testovat pomoci
testidl popsanych v dalsim odstavci této kapitoly. Dale uvadime pouze testova kritéria pro dvoustranné
alternativni hypotézy, napt¥. H : u # po apod. Testy hypotéz H pro jednostranné alternativni hypo-
tézy H : pu > po a H : p < pg se provadéji pomoci stejnjch testovych kritérii a odlisuji se pouze

Ing. Josef Bednéar, Ph.D. UM FSI v Brng, 7. listopadu 2006



Testovani statistickych hypotéz )

Individual Value Plot of time
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Obrazek 4: Intervalovy odhad stfedni hodnoty

jednostrannymi kritickymi obory , resp. obory nezamitnuti, a odpovidajicimi kritickymi. Poznamenejme,
ze testy hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni se velmi ¢asto pouzivaji pfi statistickém zpracovani
naméienych dat z oblasti materidlovych charakteristik, obrobitelnosti, trvanlivosti apod.

2.1 Test hypotézy H : u = jip pFi neznidmém rozptylu o2

Pozorovana hodnota testového kritéria je
f —
t=2"H0 /T
s

aWao = (—ti_a;ti—ay2), kde t1_n/2 je (1 — §)-kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k = n — 1 stupni
volnosti. Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2. Jedna se o tzv. t-test nebo Studentuv
test pro jeden vybér.

10. Piiklad (FeSeny) Méfenim délky 10 véleckt byly ziskdny empirické charakteristiky Z = 5,37 mm
a 52 = 0,0019 mm?. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, Ze stfedni naméiend délka valecku
je 5,40 mm, tedy H : p =5, 40.

Reseni Pozorovand hodnota testového kritéria je

5,37 — 5,40
= 2 TP 10— 1 = —2,0647.
/0,0019

Pro 10— 1 = 9 stupiifi volnosti je ¢ 975 = 2,262 z tabulky T2, takze Wy o5 = (—2, 262; 2, 262). Protoze
t € Wo,05, hypotézu nezamitdme. Pro testovani této hypotézy bylo mozno pouzit také intervalovy odhad
se spolehlivosti 0,95 z Prikladu 10 kapitoly Odhady parametri.Protoze tento odhad obsahuje hypotetickou
hodnotu 5,40, nezamitame danou hypotézu na hladiné vyznamnosti 1 — 0,95 = 0, 05.
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2.2 Test hypotézy H : 0 = o}

Pozorovana hodnota testového kritéria je

TLS2

t=—5
2
)

aW, = <X§/2; X%—a/2> , kde x2% je P-kvantil Pearsonova rozdéleni x%(k) s k = n — 1 stupni volnosti.

Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T3. Jedna se o tzv. Pearsonuv test.

11. Priklad (feSeny) Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozptyl nameéiené délky
valecku z Piikladu 10 je 0,0025 mm?, tedy H : 0% = 0, 0025.

Reseni Pozorovana hodnota testového kritéria je

10-0,0019
=T 76
0,0025 ’

Pro 10 — 1 = 9 stupiit volnosti je x§ g5 = 2,700 a X3 g75 = 19,023 z tabulky T3, takie Wo 5 =
(2,700;19,023). Protoze t € Wy o5, hypotézu nezamitame.

2.3 Test hypotézy H : p = po
Pozorovana hodnota testového kritéria pro n > 10, |r| # 1 a |po| # 1 je

L+ 1+ po Po vn—3
t={In —In —
1—r 1—po n-1 2

aW, = <—u1_a/2; U1—a/2> , kde uy_q /9 je (1 — %)—kvantil normélniho rozdéleni N(0; 1), jehoz hodnoty
lze ziskat z tabulky T1.

12. Pfiklad (¥eSeny) Sledovinim nékladt X a ceny Y stejného vyrobku u deseti vyrobcti byl ziskan
dvourozmérny statisticky soubor s koeficientem korelace r = 0,82482. Na hladiné vyznamnosti 0,01
testujte hypotézu, ze veliéiny X a Y jsou nekorelované (vzhledem k normélnimu rozdéleni nezavislé),
tedy H: p=0.

Reseni Pozorovanéd hodnota testového kritéria je
i~ (1 14 0,82482 ! 140 0 v10—3
“\M1Co0,82482 0 10 10-1 2

Pro danou hladinu vyznamnosti je ug 995 = 2,576 z tabulky T1, takze WOM = (—2,576;2,576).
Protoze t ¢ W 01, hypotézu zamitdme a povazujeme X, Y za zavislé.

~ 3,1001.

2.4 Test hypotézy H : u(X) = pu(Y) pro dvojice

Ozna¢me pro pozorované dvojice (z;,y;), kde i = 1,...,n, ndhodného vektoru (X,Y) jejich rozdily
d; = x; —y; a odpovidajici empirické charakteristiky d a s? (d). Pozorovana hodnota testového kritéria je

alW, = <—t1,a/2; t17a/2>7 kde t1_n/2 je (1 — %)—kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k =n — 1 stupni
volnosti. Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2. Uvedeny test se také nazyva t-test
(Studentuv test) pro parové hodnoty.
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13. Pfiklad (feSeny) Méfenim teploty dvéma piistroji byly béhem osmi dni ziskany dvojice (x;, yi) =
(51,8; 49,5), (54,9; 53,3), (52,2; 50,6), (53,3; 52,0), (51,6; 46,8), (54,1; 50,5), (54,2; 52,1), (53,3; 53,0) (°C). Na
hladiné vyznamnosti 1% testujte hypotézu, ze rozdil stfednich hodnot je nevyznamny, tedy H : u(X) = p(Y).

Reseni Prod; = 2; —yi, i = 1,...,8, dostaneme d = 2,2 °C a s(d) = 1,3172 °C. Pozorovana hodnota
testového kritéria je

2,2
t= 173172\/8 —1 ~ 4,4190.

Pro 8 — 1 = 7 stupiiii volnosti je to,005 = 3,499 z tabulky T2, takze Wy,01 = (—3,499; 3,499). Protoze t ¢ Wo 01,
hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti 1 % a povazujeme rozdil naméfenych hodnot za statisticky vyznamny.

U dalsich testi predpokladame, Ze pozorovanim dvou nezdvislych ndhodnych velicin X a Y s normalnimi
rozdélenimi s parametry p(X), o2 (X) a p(Y), 02 (Y) byly ziskdny realizace nezavislych ndhodngch vybéri
s rozsahy n1 a na.

2.5 Test hypotézy H : u(X) — pu(Y) = po pfi neznamych rozptylech
o2 (X)=0c%(Y)

Pozorovana hodnota testového kritéria je

t

_ T—Y— o \/nlng (n1+n2—2)
Vi 82 () + na 52 (y) 1t N

aWeo = <7t1,a/2; t17a/2>, kde t1_qo/2 je (1 - %)—kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k = n1 + n2 — 2 stupni
volnosti. Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2. Jedna se o tzv. t-test nebo Studentuv test pro
dva vybéry pri stejnych rozptylech.

14. Priklad (F¥eSeny) Zkouskami pevnosti dratd vyrobenych dvéma riznymi technologiemi byly ziskany dva
statistické soubory s charakteristikami ni= 33, Z= 5,4637 kN, s?(z) = 0,3302 kN?, no= 28, = 6,1179 kN,
s?(y) = 0,4522 kN2, Na hladiné v§znamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze rozdilné technologie nemaji vliv na
stfedni pevnost dratu (za predpokladu stejnych rozptylt o*(X) a o*(Y)), tedy H : u(X) — u(Y) = 0.

ReSeni  Pozorovani hodnota testového kritéria je

t

~ 4, 030.

_ 5,4637—6,1179 — 0 \/33-28(33-1—28—2)
T /33.0,3302 1 28 - 0, 4522 33 + 28

Pro 33 + 28 —_2 = 59 stupna volnosti je £o,975 = 2,001 interpolaci z tabulky T2, takze Wo,os == (—2,001;2,001).
Protoze t ¢ Wy 05, hypotézu zamitdme. Rozdilné technologie maji vliv na stfedni pevnost dratu.

2.6 Test hypotézy H : pn(X)— u(Y) = po pFi neznamych rozptylech
0% (X) # 0 (V)

Pozorovanad hodnota testového kritéria je

s2(x)
np—1

52(y)
+ ng;yl
aW, = <7{17a/2; Elfa/2>; kde )

(z)
e

52 (z) + 52(y)

ny—1 ng—1

(@) + 5% 1()

ng—1

t_lfoz/2 =

at(zx), resp. t(y), je (1 — %)—kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k = ni — 1, resp. n2 — 1 stupni volnosti. Kvantily
tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2. Jedna se o tzv. t-test nebo Studentuv test pro dva vybéry pri
ruznych rozptylech.

15. Priklad (FeSeny) Pii vySetfovani zivotnosti vyrobkt v riznych systémech extrémnich provoznich podminek
byly ziskdny dva statistické soubory s charakteristikami n; = 21, z = 3, 581, sz(x) =0,114, no = 23, y = 3,974,
s%(y) = 0,041 (zivotnost vyrobkd je v hodinach). Za pfedpokladu riiznych rozptyltt o?(X) a o(Y) testujte na
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hladiné vyznamnosti 0,05, ze prvni systém extrémnich provoznich podminek zvysuje oproti druhému systému
extrémnich provoznich podminek st¥edni zivotnost vyrobku o 0,5 hod., tedy hypotézu H : u(X) — u(Y) = —0, 5.

Reseni Pozorovana hodnota testového kritéria je

3,581 — 3,974 — (—0,5)

0,114 0,041
21-1 +’2371

t

~ 1,2303.

Z tabulky T2 pro 1 — a/2 = 0,975 je t(x) = 2,086 pro 21 — 1 = 20 stupiii volnosti a t(y) = 2,074 pro
23 — 1 = 22 stupnu volnosti, takze

0,114 0,041
512,086 + 55—72,074

to,975 = 0,114 | 0,041
21—-1 ' 23-1

~ 2,083

a Wo,os = (—2,083;2,083). Protoze t € Wo,o5, hypotézu o zvyseni stfedni Zivotnosti o 0,5 hod. nezamitame.

2.7 Test hypotézy H : 0% (X)=0c%(Y)

Pozorovana hodnota testového kritéria je

max (n1s2< ). nzsz(y))

nyp—1 ng—1
t= ,
min <n182($); nst(m)
ny—1 ng—1

kde klademe W, = <1 ;F17a/2> aFi_qje (1 — %)—kvantil Fisherova - Snedecorova rozdéleni F(k1, k2) se stupni

2/, 2 2 -2
volnosti k1 =n1 — 1 a ka = na — 1 pro %_(f) > nisi_(f) aneboklzng—lakgznl—lpro%_(f)g "227_(?)
Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T4. Jedna se o tzv. F-test nebo Fishertv test. Pomoci ného
Ize testovat predpoklady o rozptylech v obou pfedchézejicich testech.

16. Priklad (FeSeny) Na hladiné vyznamnosti 0,05 ovéfte pfedpoklad o réiznych rozptylech v feSeném Pri-
kladu 15, tedy #e 02(X) # 02(Y), kde s*(z) = 0,114, n1 = 21, s*(y) = 0,041, na = 23.

Reseni Testujeme naopak hypotézu H : 0%(X) = ¢*(Y). Pozorovana hodnota testového kritéria je
max (25244 20098)  ax (0,11970;0,04286)

t=

~ 2,7928.

min (22111, 23.0.011) ™ min (0, 11970; 0, 04286)
Z tabulky T4 je pro k1 =21 —1 =20 a kz = 23 — 1 = 22 stuptitl volnosti Fpo75= 2,389, takze Wo,05 =

= (1;2,389). Protoze t ¢ W 05, hypotézu zamitame a predpoklad o raznych rozptylech v Pfikladu 15 povazujeme

za spravny.

Ing. Josef Bednéar, Ph.D. UM FSI v Brng, 7. listopadu 2006
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