Zakladni rozdéleni pravdépodobnosti

Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

1. Pojem N&hodn4 veli¢ina s Binomickym rozdélenim Bi(n,p), kde n je pfirozené éislo, p je redlné
¢islo, 0 < p < 1 mé pravdépodobnostni funkci

p(z) = (">px(1 —p)", z=0,1,....n

2. Vlastnosti Ciselné charakteristiky binomického rozdéleni jsou

E(X) = np
D(X) = np(l-p)
1—-2p
A )
0 np(1 —p)

m+lp-1< 2 < (n+1)p

Toto rozdéleni ma nahodna velicina X udavajici pocet nastoupent sledovaného nahodného jevu v posloup-
nosti n vzdjemné nezavislych pokusu. Jednd se také o popis tzv. ndhodného vybéru s vracenim,
kdy napf. postupné vybirame z dodavky n vyrobka ke kontrole, X je pocet zmetku mezi nimi, p je
pravdépodobnost vyroby zmetku, a kazdy vybrany vyrobek vracime zpét do dodévky (to znamend, ze
muze byt znovu kontrolovén).

3. Poznamka Na Obréazku 1 jsou uvedeny piiklady pravdépodobnostnich funkei binomického rozdéleni.
Pro p = 0.5 je binomické rozdéleni symetrické a pro p > 0.5, resp. p < 0.5, je zadporné, resp. kladné,
asymetrické.
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Obrézek 1: Grafy pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni pro m = 10 a ruzné hod-

noty parametru p. PreruSovand ¢ara je pouzita pouze pro odliSeni jednotlivych
pravdépodobnostnich funkei.

4. Pojem Rozdéleni Bi(1,p), tedy pro n = 1, se nazyvé alternativni rozdéleni a znaci se A(p).

5. Vlastnosti Ndhodna veli¢ina X = X; +---+ X}, kde ndhodné veli¢iny X, j = 1,..., k jsou nezavislé
a maji binomicka rozdéleni Bi(nj,p) se stejnym parametrem p, mé binomické rozdéleni Bi(n,p), kde
n=mnp+...+ng.

Specidlné soucet n nezdvislych ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim A(p) méd binomické
rozdéleni Bi(n, p).

Mgr. Zuzana Hrdlickova, Ph.D. UM FSI v Brneé, 7. tnora 2007



6. Piiklad V dodédvce 50 vyrobku je 5 zmetki. Z dodavky jsou ndhodné vybrany 3 vyrobky. Pocet
zmetkil mezi vybranymi vyrobky je ndhodna veli¢ina X. Urcete typ jejiho rozdéleni pravdépodobnosti,
jejl pravdépodobnostni funkei p(z), stfedni hodnotu E(X), rozptyl D(X), smérodatnou odchylku o(X),
koeficient sikmosti A3z(X), medidn zg5, modus & a P(1 < X < 3). Piedpoklddejte, ze kazdy vybrany
vyrobek se vrati nazpét do dodéavky, takze jde o ndhodny vybér s vracenim.

Reseni Nahodni velicina X mé rozdéleni Bi(n,p), kde n = 3 a p = 5/50 = 0.1. Ndhodn4 velicina X
nabyva hodnot = = 0, 1,2, 3 a jeji pravdépodobnostni funkce je

3 .
p(z) = ( )0.17” 0.9 pro a=0,1,2,3.
T

Ze vzorcu muzeme vypocist nasledujici ¢iselné charakteristiky.

Stfedni hodnota E(X)=np=3-0.1=0.3,

Rozptyl D(X)=np(l—p)=3-0.1-0.9=0.27,

Smérodatnd odchylka o(X) = +/D(X) = +/0.27 =~ 0.51962,

Koeficient sikmosti A3(X) = \/ip*(?l:p) — 1&%1 ~ 2.7245,

Medidn 0.5 = 0, nebot F(z) = p(0) = (2)0.1°-0.93% = 0.729 > 0.5 pro x € (0;1),
Modus & =0, nebot (n+1)p—1=—-0.6a (n+1)p=0.4,

Z pravdépodobnostni funkce pak lze piimo vypocist pravdépodobnost.

P(1 < X <3)=p(2) + p(3) = 0.027 + 0.001 = 0.028.

7. Pojem Ndhodnd velicina s Hypergeometrickym rozdélenim H(N, M,n), kde N, M a n jsou
prirozena ¢isla, 1 <n < N, 1 < M < N mé pravdépodobnostni funkci

() ()

)

p(x) = xz =max{0,M — N +n},...,min{M, N}.

8. Vlastnosti Nahodna velicina s Hypergeometrickym rozdélenim ma néasledujici ¢iselné charakteristiky

M
E(X) = n—
(x) = ni,
M/ M\N-n
D(X) = ne (1-% )2
(%) ”N( N)N—l’
M +1)(n+1
a-1< & <a, kde az(tv—)f;*)

Hypergeometrické rozdéleni popisuje tzv. nahodny vybér bez vraceni, kdy napt. N je celkovy pocet
vyrobku, M je pocet zmetku mezi témito vyrobky a vybereme ndhodné (bez vraceni jednotlivych vyrobku
nebo jejich skupin) celkem n vyrobku, mezi nimiz je  zmetku.

9. Poznamka Na Obrazku 2 jsou uvedeny piiklady pravdépodobnostnich funkei hypergeometrického
rozdéleni.

10. Priklad V dodévce 50 vyrobku je 5 zmetku. Z doddvky jsou nadhodné vybrany 3 vyrobky. Pocet
zmetkl mezi vybranymi vyrobky je ndhodnd velicina X. Urcete typ jejiho rozdéleni pravdépodobnosti,
jeji pravdépodobnostni funkci p(x), stfedni hodnotu E(X), rozptyl D(X), smérodatnou odchylku o(X),
medidn zg 5, modus & a P(1 < X < 3). Predpoklddejte (na rozdil od feseného piikladu 6), ze se vybrany
vyrobek nevraci nazpét do dodavky, takze jde o ndhodny vybér bez vraceni.

Reseni Nahodn4 velicina X mé rozdéleni H(N, M,n), kde N = 50, M = 5 a n = 3. Ndhodn4 veli¢ina
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X nabyva hodnot z = 0, 1, 2, 3 a jeji pravdépodobnostni funkce je

3

Ze vzorcu muzeme vypocist nasledujici ¢iselné charakteristiky.

Stredn{ hodnota E(X)=n4 =3-01=0.3,
Rozptyl D(X)=ni (1-4F) 5=% =3-0.1-0.9- (47/49) = 0.25898,
Smérodatnd odchylka  o(X) = /D(X) = v/0.25898 = 0.50890,
5 45
Medidn xo.5 = 0, nebot F(z) = p(0) = % =0.72398 > 0.5, pro z € (0,1)
3
Modus & =0, nebot a = MEIEFD = 0.46154, takze a — 1 = —0.53846,

7 pravdépodobnostni funkce pak lze piimo vypocist pravdépodobnost

P(1 < X <3)=p(2) +p(3) = 0.02296 + 0.00051 = 0.02347.

11. Pojem Nahodnd velicina s Poissonovym rozdélenim Po()\), kde A je redlné éislo, A > 0, md
pravdépodobnostni funkci

B(X) = A
DX) = A

1
Az(X) = 5
A—1< 2 <A

Poissonovo rozdéleni se obvykle uziva pro vyjadieni pravdépodobnosti poctu nastoupeni sledovaného jevu
v ur¢itém ¢asovém intervalu (pocet poruch, nehod, katastrof, zmetku apod.) s malou pravdépodobnost{
vyskytu.
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Obrazek 2: Grafy pravdépodobnostni funkce hypergeometrického rozdéleni pro N = 100, n = 10 a ruzné
hodnoty M. Prerusovand Céra je pouzita pouze pro odliseni jednotlivych pravdépodobnostnich
funkei.
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13. Poznamka Na Obrazku 3 jsou uvedeny piiklady pravdépodobnostnich funkci Poissonova rozdéleni.
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Obrazek 3: Grafy pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni pro rizné hodnoty A. Prerusovana c¢ara
je pouzita pouze pro odliSeni jednotlivych pravdépodobnostnich funkeci.

14. Piiklad Statistickym prazkumem bylo zjisténo, ze béhem jedné minuty navstivi prodejnu prumeérné

3 zédkaznici. Najdéte vhodny typ rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X vyjadiujici pocet zdkazniku,
ktef{ navstivi prodejnu béhem jedné minuty. Uréete jeji pravdépodobnostni funkci p(z), stiedni pocet
zdkazniku E(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku o(X) poc¢tu zdkazniku, koeficient sikmosti As(X)

a nejpravdépodobnéjsi pocet zakaznikl za jednu minutu. Urcete déle pravdépodobnost, ze béhem jedné min-
uty prijde a) prévé 1 zakaznik, b) aspon 1 zdkaznik, c) medidn xg 5 poctu zdkazniku.

Reseni Nahradime stiedni pocet zdkazniki, ktefi navstivi prodejnu béhem jedné minuty, jejich
prumérnym poé¢tem, tj. polozime E(X) = Z. Vzhledem k tomu, Ze nemédme dalsi informace o rozdélen{
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X (napf. o rozptylu D(X) a koeficientu sikmosti A3(X)), pouzijeme
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti Po()) s pravdépodobnostni funkef

p(x) = %673, x=0,1,...
Ze vzorcu muzeme vypocist nasledujici ¢iselné charakteristiky.
Stfedni hodnota E(X)=X=3,
Rozptyl D(X)=X=3,
Smérodatnd odchylka o(X) = /D(X) = V3 = 1.73205,
Koeficient sikmosti Az(X) =1/vVA=1/v3=0.57735,

Modus (nejpravdépodobnéjsi pocet zékazniki) 2 =2 a 3, nebof A —1 <3 < )\,
7 pravdépodobnostni funkce pak lze piimo vypocist pravdépodobnosti

a) P(X =1)=p(1) = 2e3 =0.14936,

1!

b) P(X >1) =p(1) +p(2) +... = 1—p(0) =1 — Fe=3 = 1 - 0.04979 = 0.95021,
¢) Medidn je zo.5 = 3, nebot p(0)+p(1)+p(2) = 0.42319 < 0.5 a p(0) +p(1) +p(2) +p(3) = 0.64723 >
0.5.

Spojita rozdéleni pravdépodobnosti

15. Pojem N&dhodna velicina s Rovnomérnym rozdélenim R(a,b), kde a,b jsou redlnd ¢isla, a < b,
ma hustotu
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16. Vlastnosti Nahodna veli¢ina s Rovnomérnym rozdélenim mé distribuéni funkci

0 pro z ¢ (—o0,a)
F(x) = %=% proz € (a,b)
1 pro x ¢ (b, o)

a nasledujici ¢iselné charakteristiky

E(X) = .%‘0,5:a—2|—b,
px) = U228
A3(X) = 0

Rovnomérné rozdéleni slouzi pfedevsim k simulaci redlnych procesi nebo numerickym vypoctim tzv.
metodou Monte Carlo na pocita¢i pomoci generdtoru tzv. pseudondhodnych ¢Eisel.

17. Poznamka Na Obrazku 4 jsou grafy hustot pravdépodobnosti a na Obrazku 5 grafy odpovidajicich
distribu¢nich funkei rovnomérného rozdéleni pro ruzné hodnoty parametru aa b.
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Obrézek 5: Grafy distribuénich funkei rovnomérného rozdéleni pro rtizné hodnoty parametri a a b.

18. Priklad K pieruseni optického kabelu v délce 500 m muze dojit v libovolné vzdélenosti od jeho
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pocatku, ptricemz pravdépodobnost ndhodného jevu, ze dojde k pferuseni v néjakém tseku je piimo
umeérnd délce tseku a nezavisi na jeho poloze. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X vy-
jadfujici vzdalenost mista preruseni od pocatku, jeji hustotu pravdépodobnosti a zakladni ¢iselné charak-
teristiky a pravdépodobnost, ze k ptreruseni kabelu dojde v tiseku od 300 m do 400 m.

Reseni Ndhodna velicina X ma rozdéleni R(a,b), kde a = 0 a b=500 s hustotou pravdépodobnosti

) s5  pro @ € (0,500)
f@) = {800 pro = ¢ (0,500)

Ze vzorcu muzeme vypodcist nésledujici ¢iselné charakteristiky.
StFedn{ hodnota a medidn E(X) = x5 = w = 250m,
Rozptyl D(X) = B0-0 - 90833.33m2,
Smérodatnd odchylka o(X) = /D(X) = v20833.3 = 144.34m,
Koeficient sikmosti Az (X) =0.

7 pravdépodobnostni funkce pak lze piimo vypocist pravdépodobnost

400 300
P(300 < X < 400) = F(400) — F(300) = o= — =50 = 0.2,

19. Pojem Nahodn4 veli¢ina s Normalnim rozdélenim N(u, 02), kde u, 02 jsou redlnd &fsla, a o2 > 0,

ma& hustotu
f(.T) = L exp ——( )2 aw & (—OO OO)
oV 27 202 ’ ’

20. Vlastnosti Nahodna veli¢ina s Normalnim rozdélenim maé nésledujici ¢iselné charakteristiky

E(X Tos =T =,
D(X) = o7
As(X) = 0

Normalni rozdéleni, které je nejcastéji uzivanym rozdélenim, je také nazyvéano Gaussovo rozdéleni. M4
fadu vyznamnych teoretickych vlastnosti a z hlediska aplikaci byva vhodné k vyjadieni ndhodnych velicin,
které lze interpretovat jako aditivni vysledek mnoha nezdvislych vliva (napt. chyba méfeni, odchylka
rozméru vyrobku od pozadované hodnoty apod.).

21. Poznamka Na Obrazku 6 jsou grafy hustot pravdépodobnosti a na Obrazku 7 grafy odpovidajicich
distribué¢nich funkei normélniho rozdéleni pro rizné hodnoty parametri p a o.

22. Vlastnosti Jestlize ndhodnd velicina X m4d normaln{ rozdélen{ N(u,o?), pak ndhodnd veli¢ina
Y = aX + b, kde a, b jsou redlnd &isla, a # 0, ma normdln{ rozdéleni N(au + b, a0?).

23. Pojem Transformaci ndhodné veliciny X s normalnim rozdélenim N(yu, 0?) na ndhodnou veli¢inu

_ A=
B g

U

dostaneme ndhodnou veli¢inu s normovanym (zdkladnim) normélnim rozdélenim N(0,1) s dis-
tribuéni funkei @ (u).
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Obrézek 6: Grafy hustot Normalniho rozdéleni s riiznymi hodnotami parametrii p, o2
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Obrézek 7: Grafy distribu¢nich funkei Normélniho rozdéleni s riznymi hodnotami parametru pu, o

O(—u)=1—P(u)

jako

a jeji kvantily jsou

Excel aj.).

24. Vlastnosti Pro hodnoty ®(u) distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni plati

Pro kvantily normovaného normalniho rozdéleni je
Uy—p = —up,
Jestlize ndhodn4 veli¢in X m4 normaln{ rozdéleni N(u, 0?), potom lze jejf distribuéni funkei vyjadrit

Hodnoty distribuéni funkce ®(u) normované ndhodné veli¢iny U jsou tabelovany v tabulce T1. K
vypoctu hodnot ®(u) a kvantila up na PC lze také pouzit vhodny software (napt. Statistica, Statgraphics,

0< P<1.

T —p

)

F(a;)sz( =

xp=p+oup, 0<P<I.
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N(20;16), nabude hodnotu

25. Piiklad Urcete pravdépodobnost, ze ndhodnad veli¢ina X s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti

, Ph.D.
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1. mensi nez 16,

2. vétsi nez 20,

3. v mezich od 12 do 28,
4

. mensi nez 12 nebo vétsi nez 28.

Resenf{ Ze vztahu F(z) = ® (252%) a tabulky T1 dostaneme:
1. P(X < 16) = F(16) = ®((16 — 20)/4) = ®(~1) = 1 — &(1) = 1 — 0.84135 = 0.15865,
2. P(X >20) =1— P(X <20)=1— F(20) =1 — ®((20 — 20)/4) = 1 — ®(0) = 1 — 0.5 = 0.5,

3. P(12 < X < 28) = F(28) — F(12) = ®((28 — 20)/4) — ®((12 — 20)/4) = ®(2) — (—2) =
=0(2) — (1—®(2)) =20(2) — 1 =2-0.97725 — 1 = 0.95450,

4. P((X <12)V (X >28)) =1— P(12< X < 28) = 1 — 0.9545 = 0.0455.

26. Piiklad Meéfreni délkového rozméru je zatizeno systematickou chybou 0.5 mm a ndhodnou chybou
s norméalnim rozdélenfm pravdépodobnosti s rozptylem 0.09 mm?. Uréete, pro jakou hodnotu & bude
celkova chyba jednoho méteni v mezich 0.5 — § az 0,5 + ¢ s pravdépodobnosti 0.95.

Reseni Chyba jednoho méfeni X mé normélni rozdéleni s parametry = 0,5 a 6 = 0.09, nebot u
nahodné chyby predpokladame, ze ma nulovou stfedni hodnotu, takze

PO05—56<X<05+6) = F(05+38) —F(0.5—25)=

- (i) ol ) e

Odtud je ®(75) = 0.975, takze 5 = ug.975. Protoze z tabulky T1 je ug.o75 = 1.960, je § = 0.3 - 1.960 =
0.588. S pravdépodobnosti 0.95 bude celkovd chyba jednoho méfeni v intervalu (—0.088; 1.088)mm.
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