Aplikovand matematika, ZS 2023/2} Opakovani funkci vice proménniych

1. Naleznéte vsechny parcidlni derivace nasledujicich funkci

(a) f(z,y) = 42%y — 3ay’ + 6 (k) f(z,y) = zsin(z +y)
(b) flx,y) ==y (1) fla,y) = <2

(c) flz,y) = xy? (m) f(x,y)=aY

(d) flz,y) = e (n) f(z,y) =In(z +y?)
(e) fla,y) = 122 (0) fla,y) = arctg 7

(f) f(z,y) =322y — oy (p) f(z,y) = arctg =2
(g) flz,y) = 2t + y* — 42%y? (@) f(z,y,2) \/ﬁw
W) fo) =+ 5 © fen = (2)]

(1) flzy) = 8) f(z,y,z2) = a*

0) f@.y) = 75 (t) fla,y,2)=a¥

(a) fz,y) =amy" (e) flx,y) =e"¥
(b) flz,y) =%

Y f r,Y,2) =T z+ zx
(©) floy) = VT T 5 () flz,y,2) =2y +yz+
(d) fz,y) = Iny/a? +y? (&) f(,y) = 2

3. Vyuzije diferencialy pro aproximaci néasledujicich hodnot:
(a) f(z,y) = 2t + 22%y* + 2y* + 102 pro z = 10.36 a y = 1.04
(b) f(z,y) = Gm%y% prox =998 a y = 101.5

() f(z,y,2) = \/x% +ys +522prox =4.2,y="7.95a z = 1.02

4. Nahradte prirtistek funkce diferencidlem a vypoctéte priblizné hodnoty nasleduji-
cich vyrazt
(a) 1.002-2.0032 - 3.0043

(b) 1.032
$/0.98- ¥/1.053

(c) V1.023 +1.973

5. Uvazujte produkéni funkei ¢ = 9L3K3.

(a) Jaky bude vystup ¢ pro L = 1000 a K = 2167
(b) Vyuzijte diferencidly pro odhad hodnot ¢(998,216) a ¢(1000,217.5).
(c) Srovnejte odhad z ¢asti (b) se skutecnou hodnotou.
6. Na trhu s dvéma druhy zboZi uvazujte poptavkovou funkci Q@ = 6p;2p32, kde Q
je poptavané mnozstvi prvniho druhu zbozi, p; je jeho cena a p, je cena druhého
druhu zbozi. Pfedpokladejte, ze aktualni ceny jsou p; =6 a p, = 9.
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(a) Jaké je aktudlni poptavané mnozstvi prvniho druhu zbozi?

(b) Vyuzijte totalni diferencidl pro odhlad zmény poptédvaného mnozsvi, jestlize
se p; zvysi 0 0.25 a py se snizi 0 0.5 .

(¢) Opakujte ¢ast (b), pokud se obé ceny zvysi o 0.2 .
rovnejte vysle z predchozich dvou ¢asti se skutecnymi hodnotami.
d) S jte vysledky z predchozich d Casti kutecnymi hodnotami
111
7. Uvazujte produkéni funkei y = x{ 23 x5, kde y je troven vystupu a z; jsou objemy
jednotlivych vstupnich faktori. Firma momentalné vyuziva kombinaci (27, 16, 64).

(a) Jaka je aktualni droven produkce?

(b) Vyuzijte totélni diferencial pro odhad tirovné produkce, pokud se x; zvysi na
27.1, x, se snizi na 15.7 a x5 zUstava stejné.

(c) Srovnejte vysledek z ¢asti (b) se skutecnou hodnotou.
(d) Zopakujte casti (b) a (c) pro Az, = Az, = 0.2 a Azxg = —0.4.

(z,y
(b) flz,y) = Va2 +y? o=t y=1
(©) fla,y) =2y, z=1-Vty=1+V1
(d) flz,y)=In(z+y), z =€, y=¢
(e) fla,y) =3y + 2z, x(t) = —3t%, y(t) = 4¢° + ¢
f) f(z,y,2) =22+ 9>+ 2% o =cost, y =sint, z = e’
(g) f(z,y,2) =aycosz, z(t) =t, y(t) = t?, z = arcsint
9. Vypoditejte smérovou derivaci f(x,y) = 5 — 222 — %yQ v bodé (3,4) ve sméru
11
(%5 %)
10. Vypoditejte smérovou derivaci f(z,y) = 3% cos(2z) v bodé (5,2) ve sméru 1 \%)

11. Vypoditejte smérovou derivaci f(z,y) = zy?>+23y v bodé (4, —2) ve sméru

(75
(

Py
5

N[+

Y

)

12. Vypodéitejte smérovou derivaci f(z,y) = 22 — y? v bodé (1,0) ve sméru (

N[+

2

13. Vypocitejte smérovou derivaci f(x,y) = zy v bodé (—2,0) ve sméru ( ‘/—§>

14. Najdéte gradient funkce f(z,y) = 322 + v — 3z + y a jeho hodnotu v bodé (2, 3).

15. Najdéte gradient funkce f —y a jeho hodnotu v bodé (1,2).

(z,y) =

(z,y) =

16. Najdéte gradient funkce f(z,y) = In (42 — 3y) a jeho hodnotu v bodé (1,1).
17. Najdéte gradient funkce f(x,y) = 2y + yz + xz a jeho hodnotu v bodé (1,2, 3).

18. Najdéte gradient funkce f v bodé p
(a) f<x7y) - QL’y2 - yLL‘Z, P = <_17 1)

2
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27

(b) f(z,y) =ze¥ —Inz, p=(-3,0)
(¢) f(z,y,2) =axy—Inz,p=(2,—-2,2)
(d) f(x,y,2) =ax/y?+ 22, p=(—2,—1,—1)

V jakém sméru se mame pohybovat od bodu (2, 3) tak, abychom zvysovali hodnoty
funkce f(z,y) = 422y co nejrychleji? Udejte svou odpovéd jako vektor délky 1.

V jakém sméru se mame pohybovat od bodu (0, 3) tak, abychom zvySovali hodnoty

funkce f(x,y) = y?e3® co nejrychleji? Udejte svou odpovéd jako vektor délky 1.

Najdéte smérovou derivaci funkce ve sméru, ve kterém roste nejrychleji:
(a) f(x,y) = €™ v bodé (6,7)
(b) f(z,y) = In(zy + yz+ zz) v bodé (-9, —18, —27)

Najdéte smér, ve kterém funkce roste nejrychleji a udejte smérovou derivaci funkce
v tomto sméru:

(a) f(x,y) =ze ¥ v bodé (—2,0)

(b) f(x,y) = cos(3x + 2y) v bodé (5 —%)

Pro nésledujici implicitni rovnice naleznéte y’(z) 1) vyjadienim y(z) a primou

derivaci, 2) pomoci véty o derivaci implicitni funkce. Porovnejte vysledky 1) a 2).

(a) J5=1 (b) 22 +y> =4

Pro nésledujici implicitni rovnice naleznéte y’(x) pomoci véty o derivaci implicitni
funkce ve vsech bodech, kde to jde.

(a) 2y +4x? —y =af (d) 4a%y” — 2z = 25 + 493
(b) 7y? +sin(3z) = 12 — y? (e) cos(x? +2y) +ze¥” =1
(c) e* —siny =x (f) tan(z?y*) = 32 + 92

Najdéte rovnice tecny k vunkci definované implicitni rovnici v daném bodé.

(a) * +y*> =3 v (1,—V?2)

(b) y%e®* =3y + 22 v (0,3)

(a) Ukazte. ze vyraz 22 — xy® + y° = 17 je implicitni funkei pro y(x) na okoli
bodu (z,y) = (5, 2).

(b) Odhadnéte hodnotu y pro x = 4.8.

Uvazujte funkci F(zq,xq,y) = 23 — 23 + ¢°

(a) Je-li x;y =6 a x5, = 3, najdéte y splnujici F(xy,x4,y) =0
(b) Definuje tato rovnice y jako implicitni funkci z; a x5 na okoli bodu x; = 6
a Ty =37

(¢) Pokud ano, vypocitejte 8%(513) a 8%(5;3)'
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

(d) Odhadnéte hodnotu y pro z; = 6.2 a x5, = 2.9.

Uvazujte rovnici 23 + 3y? + 422? — 322y = 1. Ovéite, zda na okoh zadaneho bodu
tato rovnice definuje z jako funkci z a y a pokud ano, najdéte 2 o adz 8 v tomto bodé.

Uvazujte rovnici 3z%yz + xyz® = 30 definujici implicitné = jako funkci y a z na
okoli boduxz =1,y =3, z=2.

(a) Pouzijte vétu o derivaci implicitni funkce pro odhad hodnoty = v bodé y = 3.2
az =2
(b) Vyjadrete explicitné x jako funkci y a z a pouzijte diferencial pro odhad hod-
noty x v bodé y = 3.2 a z = 2.
Uvazujte funkci f(x,y) = x2e¥.

(a) Najdéte smérnici vrstevnice v bodé z = 2, y = 0.
(b) V jakém sméru od bodu (2,0) roste funkce nejrychleji? Vyjadiete odpoved
jako vektor o délce 1.

Firma vyuziva x hodin nekvalifikované prace a y hodin kvalifikované prace denné
2 1

na produkci Q(z,y) = 60x3y3 jednotek vystupu kazdy den. Momentalné vyuziva

64 hodin nekvalifikované prace a 27 hodin kvalifikované préce.

(a) Kolik jednotek firma momentalné produkuje?

(b) V jakém sméru (udano jako jednotkovy vektor) by firma méla zménit kombi-
naci (z,y) aby zvysila vystup co nejvice?

(¢) Firma planuje najmout dalsi hodinu a pul kvalifikované prace. Odhadnéte od-
povidajici zménu nekvalifikované préce, ke které by mélo dojit, za predpokladu,
ze firma chce udrzet soucasnou troven produkce.

Najdéte Hessovy matice néasledujicich funkei

(a) f(xa y) = 4$2y — 31‘y3 + 6z (d) f(x7 y) — e2+3y
(b) f(z,y) =zy (e) flz,y) =312
(c) flz,y) = xy? (f) fz,y) = 32%y — T2\ /g

Ovétte, zda jsou nasledujici funkce konvexni nebo konkavni

(a) f(z,y) = —32% + 22y —y* + 3z — 4y + 1
(b) fla.y) = (ab +yP)

(c) f(x,y,2) =3e" + byt —Inz

(d) f(z,y,2) = xyz

34. Pro které hodnoty je funkce x3 + zy + y? konvexni?
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Reseni:
1. (a) —8%"??’) = 8xy — 3y® + 6, —aféZ’y) = 422 — 9zy?
of(x, of(x,
(b) féxy) =y, féyy) —
of(x, of(x,
(c) f{()xy) =92, féyy) = 27y
(d) afgft»y) — 262ﬂc—i-3y7 af((%'jy) — 362w+3y
6f(w7 ) — —2 a.f(m7 ) — 2x
() " __(5075)2’ 8yy T (@y)?
8 xZ, _ 8 xZ, _ €T
(f) 2 = 6y — 7./, At = 307 - o
() ) _ 4 g2, Do) _ayp 5.,
8f($7 ) — 1 Bf(mr ) — X
(h) S5 =y+, Fgt =o— 5%
N Of(xy) _ 1 Of(xy) . 2z
() =555 =5 “5" = =35
() 8f{(9w,y) —_ v . 8f((99:7y) — Ty
T (224y2)2 Y (z2492)2
(k) 2522 — sin(w +y) + & cos(w +y), ZEL =z cos(z +y)
Of(z,y) _  2zsinz? Of(z,y) _  cosz?
() gt = et O e
Ofzy) _ 1 Of(zy) _ _2
(Il) Ba:y T zty® Byy - :r-&-?:{ﬁ
of(x,y) of(x,y) __ T
(O) f(‘(3x v) - _m2—?§J—y2’ fé()yy) T 224y?
of(xy) 1 of(xyy) 1
<p) t(%:y) — 1+a22 éyy T 1+y?
(q) 8f(:t,y,z) - X - af(m,y,z) — Y - af(x,y,z) — z =
@ (224y2+22)2 %Y (224y2422)2 OZ (@2 +y2+22)2
of @w,2) 2z (z\° Ofmwz) _  z(z\° Oflxyz) _ (z\°1.z
(r) Oz _:v(y> ’ oy y(y> ’ 0z _<y) 1ny
(s) Of(xy,2) _ yf(@y,2) Of(zw,z) _ flay,z)lne Of(xy.2z)  _ yf(zy,z)lnz
ox Tz ) Oy z ) Oz 22
(t) LG22 = & f(a,y, 2), G0 = 2y=t f(a,y, 2) Inw, SLELE — 2 f(a,y,2) Inziny
2. (a) df = 2™ ly™ Y (mydz + nazdy)
(b) df — ydzcy—;vdy
_ xdx+ydy
(© df = Jemy
(@) df = g
(e) df = e™(ydx + xzdy)
(f) df = (y+2)dz + (2 + z)dy + (z + y)d=
_ (22+y?)dz—2z(xdz+ydy)
(g) df = (@ y) 2
(x2+y?)
3. (a) 11692.76
(b) 6037
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

108.972
1.055
2.95

5400
5392.8, 5412.5
5392.798, 5412.471

45
AQ = —0.75
AQ = —0.15

Qp ~ 3.75 vs @, ~ 3.806, Q. ~ 4.35 vs Q. ~ 4.356

238.046
238.032
241.843, 241.837

2t + 4¢3
t+2t3

Vi
~1

—_

(3y? + 2)(—6t) + (62y)(12t2 + 1)

262t

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
) 240
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
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Y+ =z 5}
17. z+z |,]| 4
Y+ 3

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

3
0 ()
o (1)
—2
(c) 2 )
—V2
W [ Ve )
NG
i 70)
2 2)
V857 /85
(a) 1.6 - 107
(b) %3
W (3) v
o ()8
(a) 1) y'(x) = §275, 2) ¢/ (x)
(b) 1)y (x) = ~2a(d —2) 5, 2
() ¥/(z) = e
(b) () = i)
(© ¥(@) = 25
(d) ¥ (z) = Shmrt

2
’ 2x sin(z2+2y)—e¥
e Tr) =
( ) Yy ( ) 2yzey? —2sin(z2+2y)

(f) y/ (.’E) 3—2zy* cos 2 (z2y*)

= 4x2y3 cos2(z2y?)—2y

(a) ¥

(b) y = —6z+3
(a) ¥'(5) = —0.1
(b) y ~ 2.02
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27.

28.

29.
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31.

ano, —0.9449, 0.4961
23

24

23
24

8y 8z — 9y?
(2) ( 8r —9y? —18zy )
01
10
0 2y
Yy 2x

2
4e2$+3y 662w+3y
662x+3y 962x+3y

4y —2x—2y
(x,y); (z—y)? )

(
(
@
(
(

—2x—2y 4x
(z—y)®  (z—y)?
i 6y 6 — %y*%
( ) 6 — 7 _% T on —3
2Y Ty 2
(a) konkavni
(b) konkavni
(c) konvexni
)



