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3.3. Prubéh funkce

3.3.1. Vydettete pribéh funkee, v inflexnich bodech — pokud soufadnice bodu, v ném# m4 funkce inflexd,
je snadno vyjadfitelna — spotitejte obecnou rovnici teény (grafy jsou na konci sekee):

a) flz)=(z+3)%(z ~ 3), b) flz) = x::lf_ 1 <) fz) = .1;_3%’
_(z+1)? [z —1)2 _ =1
9 S@ = ) 9@)=(I5) i e
3
g) f(m):ﬁ,ﬂ)ﬂ, h) f(a')=(5':—-3)\/5, i) f(I):\/%_—l-il,
B s, N mE) = b e =S
m) f(x.)zefi',i, n) f[x):%, a€ER, o) f(z) =az-Inz, a >0,
b )= 1_‘;3 qQ fl&) =5 Iz, r) k() =1n(1-;iz),a>0.

3.3.2. Pouzijte pouze prvni derivaci a nagrtnéte graf funkee f(z) = 2sinz +cos 2z . Vyuiijte periodicity
funkce. V ti¥téném grafu odhadnéte polohu inflexnich bodi a Jejich z-ovych soufadnic. Potom tyto
hodnoty spoctéte a vysledky porovnejte. (Graf je na konci sekee.)

3.3.3. Ukazte, Ze funkce f a g v tlohdch 3.3.1.d a 3.3.1.¢ spliji g(z) = f(—z) pro z € D(g). Odvodte
graf a vlastnosti funkce g z grafu a vlastnosti funkce f.

3.3.4. Ukaite, Ze funkce m a p v tlohdch 3.3.1.k a 3.3.1.1 spliwij p(z) = 1 - 2m(z) pro z € D(p).
Odvodte vlastnosti funkce p z vlastnosti funkce m.

3.3.5. Na obrazku je ¢ast grafu funkce

2
z*+2x+3
W==233
(0.1)
pro hodnoty proménné = vzaté z jistého (vdm zatajeného) /

okoli bodu z = 0. Na ose z je vzdalenost bodu z = 1 od po-
atku X, milimetrd a na ose y je vzdalenost bodu y = 1 od
podatku Yy, milimetrd. Kolik je pomér X,, /Y;,, kdyz vite, (©0.4)
ze je vyjadritelny jako pomér dvou malgch celjich &sel?

1!

ResSeni.
3.3.1. a) D(f) = (—o0,00), funkce se rovna nule v bodech # = —3 a o = 3, je zdpornd na

(=00, —3) U (~3,3), kladn4 na (3, 00), limy—, 100 f(2) = 00, f(z) = 3(z + 3)(x — 1), funkee roste
na (—oo, —3} a na (1,00), kles na (-3,1), f"(z) = 6(z + 1), funkee je konkévni na (—oo, ~1),
konvexni na, (~1, c0), funkce m4 inflexi v bodé 2 = —1, rovnice teny v inflexnim bodé (—1,-186)
jel2z+y+28=0,

b) D(f) = (=00, 00), lich4 funkce, funkce je zaporné (resp. kladna) na (—oo,0) (resp. (0, %)),
lim, 400 f(2) =0, fi(x) = %%—:BT;), funkce klesé na (—00,~1) a na (1, 00), roste na (—1,1),

flz) = %"'i_;)?' funkee je konkdvni na (—oo, —v/3) a na (0, v/3) konve}cu:i na (—v/3,0) a

na (v/3,00), funkce m4 inflexi v bodech 2 = —v/3, z = 0, & = /3, teény v pFisluSnych inflexnich

bodech maji postupné tyto rovnice z + 2y +3v/3 =0,y =4z, 2+ 2y — 3v/3 = 0,
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¢) D(f) = (—o0,00), nezaporna sud4 funkcee, ktera se rovns nule pouze v bodé z = 0,

) 12z 12(1 — 32?)
im;.,p00 f2) = 6, fi(2) = CESER funkce klesd na (—o0,0), roste na {0, 00), f"(z) = @I
funkee je konkavni na (— oo,——-\/-) a na (5v/3,00), konvexnf na (—1v/3, L/3), funkce mé inflexi

v bodech & = -—— Jaz 3, rovnice te¢ny v pfisluSnych inflexnich bodech jsou 9y/3z + 4y +3 =0

a9v/3z —4y -3 =0,

d) D(f) = (—00,1) U (1, 00), nezaporna funkce, kterd se rovnd nule pouze v bodsé = = —1,
! [ —4(x+1
ity o0 £(2) = 1, limy 1 £(2) = o0, f'(z) = —22+1)

_ (z-1)3"°
na (—1,1), f'(z) = %}, funkce je konkavni na (—oo, —2), konvexni na (—2,1) a na, (1, 00), funkce

funkee klesa na (—o00,—1) a na (1,00), roste

m4 inflexi v bod& z = —2 a rovnice tetny v bodé (—2, }) ma rovnici 4z + 27y + 5 = 0,

e) D(g) = (—00,—1) U (~1, 00), nezéporna funkce, ktera se rovns nule pouze v bodd z = 1,
4z 1)
(z+1)*’

funkee je konvexni na (—co,—1) a na (—1,2), konkdvn{ na (2, oc),

limg 4400 g(x) = 1, limy . g(2) = 00, ¢'(2) = funkce roste na (—oc, —1) a na (1, cc), kless

na (_1’1)1 gr!(’m) _'("8_(%_1)%)‘1

funkee mé inflexi v bod& z = 2 a rovnice tedny v inflexnim bodé (2, 9) mé rovnici 4z — 27y — 5 =0,

£) D(f) = (—00,1) U (1,00), funkee se rovn4 nule pouze pro z = 5 je zépornd v (—co, 1), kladna

v (31D U(1,00), ims 00 f(z) = 0, lim,_,; f(z) = Fila)= —Ug, funkce klesi na (—c0,0) a na
(1,00), roste na (0, 1), minimum f je f(0) = -1, f"(z) = 2—((Ex—~;)1)- funkee je konkévni na (—co, —3),
konvexni na (—,1) a na (1, c0), funkce m4 inflexi v bodé z = —1 a rovnice te¢ny v inflexnim

bodé (—%,—£) m4 rovnici 8z + 27y + 28 =0,

g) D(f) = (—o00, —a) U (—a,a) U (a,oc), lich4 funkee, kterd se rovna nule pouze v bodé z = 0, funkce je
zapornd v (—o0, —a) U (0, e) a kladna v (—a,0) U (2, 0), limy 4o0 F(z) = +oo, limyy_,_ f(z) = —00,
limg oy f(2) = 00, limy o f(2) = —00, limys0y f(z) = o0, piimka ¥ = x je asymptotou v obou

2
nevlastnich bodech +oo, f'(z) = -m%l, funkee roste na (—o0, —v/3a) a na {(v/3a, o), klesa

na (—/3a, —a), na (—a,a) a na (a, V/3a), f(V3a) = —f(—'\/gﬂ) 3\/‘3, f'(z) = M%)a:‘fla
funkee je konkévni na (—co0, —a) a na (0, a), konvexni na (—a ,0) a na (a, co), funkce m4 inflexi

v bodé z = 0 a tetnou v inflexnim bodg (0, 0) je osa z. .

h) D(f) = (0, 0), funkee se rovna nule pouze v bodech z =0 a z = 3, je zdpornd na (0, 3) a kladni

na (3,00), limy—.eo f(2) = oo, pro z € (0, 00) je fllz) = 3(:\;_1) funkce klesa na (0,1), roste
na (1,00), minimum je f(1) = -2, pro z € (0, 00) je fliz)= 3(3;;_), funkce je konvexni na (0, c0),

i) D(f) = (—o0,00), funkce m4 hodnotu nula pouze pro z = 2, je kladn4 na (2, 00) a zdporna

na (—00,2), lim, 10 f(z) = %1, fi(z) = (—%, funkce kles4 na (—oo, —3), roste na

(1, 00), minimum je f(——) = —/5, _f”{ Y= g—(fz—-;i funkce m4 inflexi ve dvou bodech:
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2= 3(-83~-VAD) = 1.2, 2, = §(~3 + VA1) = 0.4, je konkavni na (=co,#1) ana (z2,00) a konvexni

na (71, Za),

3) D(f) = (—o0, c0), nezdporna funkce, kter4 se rovné nule pouze v bods z = 0, lim, o f(2) = 0o,
fmse0 f(2) = 0, f'(z) = 2(2 — £)e™7, funkee kless na (—o0,0) a na (2, 00), roste na (0,2),
7"(z) = (&* — 42 + 2)e~*, funkce m4 inflexi ve dvou bodech: z1 = (2—/2) = 0.6, 25 = (2 ++/2) =34,

je konvexni na (—oc0, 1) a na (z2,0) a konkévnf na (z;, 22),

k) D(m) = (—00,0) U (0,0), v Z4dném bodé& nenf funkee rovna nule, funkee je kladna na (—o0,0) -
je ovSem hned vidét, Ze na tomto intervalu je v&t& nez 1 —, funkce je zdpornd na (0, 00),

img oo m(z) = 1, limg 00 m(z) = 0, lim,_,q_. m(z) = co, limg ;04 m(2) = —00, m/ () = i

R
_((; . 11)):;e - ((llt = z))"33 , v Z4dném bodé funkee nems

inflexi, je konvexni na (—oo0,0) a konkévn{ na, (0, 00), kfivka y = m(z) je stfedové symetrick4 vzhledem

k bodu (0, 1),

funkce roste na (—co,0) a na (0, 00), m"(z) =

1) D(p) = (—00,0) U (0, 00), lich4 funkce, zdporna na (—00,0), kladna na. (0, o) - je vidst, e

v absolutni hodnoté jsou hodnoty funkce vétdi ney 1 -, v Z4dném bodé defini¢niho oboru nenf funkce
—2e*

rovna nule, limg 1.0 p(z) = +1, lim,_;0— p(z) = —00, limy_04 p(x) = o0, p'(z) = Eo funkee
" i 2(e® 4 1)e* : i "
klesa na (~o0,0) a na (0, 00), p"(z) = RCES IR funkee je konkévnf na (—oc,0), konvexnf na (0, co),

funkce v Zddném bod& nem4 inflexi,

m) D(f) = (~00,0) U (0, 00), funkce kladn4 ve viech bodech definiéntho oboru, lim,_, 4., f(z) = e,
241
. _ —f(=)

lim, 0 f(z) = 0, limy—04 f(z) = 00, f'(z) = *ZT = —5— lim;0- f'(2) = 0, funkce

Blesiia (-00,0) a2 (0,00), £(a) = (22 + 1)e T = (2% +mi)f(m)

x4
na (—oo, —%}, konvexni na (—3,0) a na (0, 00), funkce m4 inflexi bods z = —1 a rovnice telny

, funkce je konkdvn{

v bod¥ (—3,67") & (—1,0.4) je 42 + ey + 1 = 0, pondvads f(z) =e-e%, lze s funkci zadanou pracovat
jako s ndsobkem funkce h, h(z) = e?,

n) D(f) = (~o0,a) U (a, o), funkee je zéporné na (—00,a), kladn4 na (a, 00), v Z4dném bodé

definitniho oboru neni funkce rovna nule, lim, ., o f () = 0, imyyeo f(2) = 00, limy_y4_ f(z) = —o00

E(;_GZIT)G_, funkce klesd na (~co,a} a na (a,a + 1), roste na (a + 1, 00)

2 o
it i z({mha—l} +1)e
fla+1) =e*H, f(a) o
funkee v zadném bodé nema inflexi,

1

limg a1 f () = 00, f'(z) =

?

, funkee je konkévni na (—o0, @), konvexni na (g, o)

y

-1
0) D(f) = (0,00), limy 04 £(2) = 00, limys0 £(2) = 00, f'(z) = E,;" funkee klesé na (0, 1), roste

1 p ;
na (1, 00), minimum funkce je f(2)=1+1Ina, f'(z) = 5 funkce je konvexni na (0, 00), funkee

v Zadném bodé nemé inflexi,
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p) D(f) = (0,0), funkee méd hodnotu nula pouze pro « = 1, je zéporné na, (0,1) a kladnd na (1,c0),
limg 04 f(2) = —00, im, 40 f(z) =0, f'(z) = L _x];m , funkee roste na (0, e), klesd na (e, 00),
maximum funkee je f(e) = % =04, f'(z) = &53-—3, funkce je konkdvni na (0,e#), konvexnf

na (e?, o), funkce m4 inflexi v bods z = e, rovnice tetny v inflexnfm bodé (e?, fe i)~ (4.5,0.3)
je z +2e3y — 4ef =0,

q) D(f) = (0,00), funkee m4 hodnotu nula pouze pro z = 1, je zépornd na (0,1) a kladn4 na (1, co),

limg 04 f(z) =0, limg 00 f(2) = 00, f'(2) = 52(2lnz + 1), funkee klesé na (0,e~%) » (0, 0.6), roste
na (¢4, 00), minimum funkee je f(e~) = '2'—;” = —09, limg—yor f(2) = 0, f(z) = 5(2Ina +3),

funkee je konkévni na (0,6~ %), konvexni na (e™%,00), funkce mé inflexi v bodé & = e~ %, rovnice teény

v inflexnim bod¥ (=%, —e~3) ~ (0.2,0.4) je 20edz + 2% — 5= 0,

r) D(h) = (—a,a), sudé a nekladn4 funkce, kters se rovna nule pouze v bodé & = 0,

limg, o4 h(z) = ~o0, limg_,o_ h(z) = —c0, k'(z) = mzz_waa = az__z_)i.z’ funkce roste na (—a, 0), klesa
" _2('7"2 F a2-) . s - " o 5
na (0,a), h"(z) = w, funkcee je konkévni na (—a, a), v 24dném bodé nem4 inflexi.

3.3.2. Funkce 2 — 2sinz + cos 2z je definovéna pro viechna redln &isla a je periodicks

s periodou 2, proto stai vySetfit vlastnosti funkce na néjakém intervalu délky 2z. Zvolili jsme
interval {0, 27). Ponévad¥ f'(z) = 2cosz — 2sin2z = 2cosz(1 — 2sinz), je derivace je nulovi

pro tyto body z intervalu (0, 27): 2z = 3T 2= im,z = g'ﬂ', o g-fr.. Hodnoty funkce v téchto

bodech jsou f(§g7) = f(&n) = &, f(in) =1, f(&x) = -3, funkce roste na (0, §7), na (i, &r)

ana ($7,2x), klesé na (i, 1x) ana (§7, 37). Pro zacitek a konec grafu na (0, 27) vyuZijeme
hodnoty f'(0) = f‘(ﬁw) = 2. Ponévad? f"(z) = —2(sinz + 2 cos2z) = 2(4sin® 7 — sinz — 2), body
inflexe spliiuji sinz = %(1 ++/33), odtud se ziskaji tyto body inflexe z intervalu (0, Iy oy =1,

Ty = 2.1, 73 = 3.8, ¢4 = 5.6. Ktivka y = 2sin2 + cos 2z, z € (—0o0,00), je symetricks vzhledem k osdm
predstavovanym pfimkami ¢ = 1r a z = 37.

3.3.8. 4'(2) = —f'(-2), ¢"(@) = f"(~2). 8.3.4. (&) = —2m/(2), p'"(z) = ~2m"(z).

3.3.5. % = g- Zjistime, Ze f'(0) = g. Proto nakreslime do obrézku tetnu v bods (0,1) a na tedns
m

odméfime piiriistek Ay, ktery odpovids pfirtstku Az, Ponévads musi platit
Ay Az 2

5 =5

Yoo X

mame vztah pro vypotet X,, /Y.
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Schematické grafy funkei ze cviden{ 3.3.1. a 3.3.2.

A A : A

-+ (2+3)% (2 —3) z—}:&% (1,2}

(-2,2)

‘1(

(—2,0) {1.3)
(—2,—-1.2)

Y

2
G
T = o

=0,=2T)

1y
A i ). |
g 2022 : Sui
& e e AR "D
(2,8) -2,8)
i oles
e g T e ,\ :
: il U : .
(1,0} i \J i

Ezﬁ.ay’ii' z—+(2—3)/T

(4,2)

1,~2)
|\L—o/

z—yzle™™

(0, 4)

s o
: :
: (In2,-1) :
= :
{242y 3 X

0,0 =
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A A A A
& c :
T—de Tty g
_5 (3<% (4,4—in4)
2.3) :
{1,—e) -
(=1,1)
(=2 (5,058,
= e—5z% Inx
@y in= (1,0) ,

(1)

T — 2s8inz + cos2x




