
Úlohy z 1.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 2.týdnu

25. zář́ı 2019

Úloha 1 Připomeňte si věty o záměně v Lebesgueově integrálu. Konkrétně věty o záměně
∫

a lim
(Lebesgue - integrabilńı majoranta, Levi - monotónńı posloupnost), dále pak záměnu lim dle parametru
a integrálu a nakonec záměnu derivace dle parametru a integrálu.

Úloha 2 Připomeňte si definici skalárńıho součinu a ukažte, že na C[a, b] × C[a, b] (spojité funkce na
intervalu [a, b]) je zobrazeńı

(f, g) 7→
∫ b

a
f(x)g(x)dx

skalárńım součinem.

Úloha 3 Ukažte, že funkce

f(x) :=

∫
A
g(x, y)dy,

je spojitá na celém R, kde g je spojitá ve svých proměnných na celém R2 a A ⊂ R je omezená.

Úloha 4 Zderivujte funkci

f(a) =

∫ ∞
0

e−ax
2

cos ((a− π)x)dx.

1



Úlohy z 2.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 3.týdnu

25. zář́ı 2019

Úloha 1 Ukažte spojitost operace škálováńı nad prostorem testovaćıch funkćı, tj. definujeme-li pro
{ϕk}k∈N ⊂ D(Rn) a pro ε > 0 testovaćı funkce

ψk(x) =
1

εn
ϕk

(x
ε

)
,

ukažte, že plat́ı

ϕk
D→ 0 ⇒ ψk

D→ 0.

Úloha 2 Rozhodněte, zda je následuj́ıćı zobrazeńı f : D → R prvkem D ′:

a) (f, ϕ) = ϕ(π),

b) (f, ϕ) = ϕ(0)2.

Úloha 3 Rozhodněte, zda je následuj́ıćı zobrazeńı f : D → R prvkem D ′:

a) (fn, ϕ) = ϕ(n)(π), n ∈ N,
b) (f, ϕ) = lim

x→+∞
ϕ(x).

Úloha 4 Napǐste definici konvergence v D , tj
D→. Napǐste definici zobecněných funkćı. Nakonec roz-

hodněte, zda D ⊂ D ′ a svou odpoved’ zd̊uvodněte.
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Úlohy z 3.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 4.týdnu

10. ř́ıjna 2019

Úloha 1 Rozhodněte (a poskytněte zd̊uvodněńı), zda plat́ı

δ(2x) =
1

2
δ(x) či δ(2x) = 2δ(x) v D ′.

Úloha 2 Mějme ψ ∈ D(R) a posloupnost {ψn}n∈N ⊂ D(R) definovanou vztahem

ψn(x) =

∫
R
ϕ− 1

n
, 1
n

(y)ψ(x− y)dy,

kde ϕ− 1
n
, 1
n

(y) je nezáporná testovaćı funkce splňuj́ıćı

suppϕ− 1
n
, 1
n

(y) = 〈−1/n, 1/n〉, a

∫
R
ϕ− 1

n
, 1
n

(y)dy = 1, ∀n ∈ N.

Ukažte, že

ψn
D→ ψ.

Úloha 3 Ukažte, že 1
x±iε ∈ L1

loc(R) pro ε > 0.

Úloha 4 Rozhodněte výpočtem, zda-li je pravdou1, že (|x|θ(x))′′ = δ(x) v D ′.

1Lze už́ıt v́ıce zp̊usob̊u výpočt̊u a doporučuji jich vyzkoušet co nejv́ıce.
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Úlohy z 4.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 5.týdnu

19. ř́ıjna 2019

Úloha 1 Dokažte, že pro {fn} ⊂ D ′(Rn) a f ∈ D ′(Rn) splňuj́ıćı limn→∞ fn = f v D ′(Rn) plat́ı vztah

lim
n→∞

fn(Ax+ b) = f(Ax+ b) pro A ∈ Rn,n reg. matici a b ∈ Rn.

Úloha 2 Upravte v D ′ výraz
(
e|x| cos |x|

)′′′
.

Úloha 3 Ukažte, že supp δx0 = {x0} a nalezněte nosič charakteristické funkce intervalu (a, b) jakožto

zobecněné funkce, tj. supp ˜χ(a,b)(x).

Úloha 4 Vypočtěte

lim
n→∞

1/n

1/n2 + x2
=? v D ′

1



Úlohy z 5.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 6.týdnu

19. ř́ıjna 2019

Úloha 1 Nalezněte klasický i zobecněný nosič funkce f(x) = θ(x)(x− 1)(x− 2) . . . (x− n), x ∈ R.

Úloha 2 Upravte v D ′(R3) výraz

∂6

∂x∂y3∂z2
(
θ(x, y)y2 ⊗ θ(z)

)
.

Úloha 3 Vypočtěte klasickou konvoluci

θ(x)e−ax ? θ(x)e−bx,

kde a > 0, b > 0 a to i pro a = b.

Úloha 4 Vypočtěte
1 ? x3ϕ(−1,1)(x),

kde

ϕ(−1,1)(x) =

{
exp

(
− 1

1−x2

)
if |x| ≤ 1

0 if x /∈ (−1, 1)
.

Všimněte si, že 1 /∈ L1(R) pro něž je klasická konvoluce definovaná. Dále vypočtěte

δ ? ϕ

pro libovolné ϕ ∈ D .
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Úlohy z 6.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 7.týdnu

31. ř́ıjna 2019

Úloha 1 Vypočtěte klasickou konvoluci

θ(a− |x|) ? θ(a/2− |x|),

kde a > 0.

Úloha 2 Vypočtěte klasickou konvoluci
e−|x| ? e−|x|.

Úloha 3 Ukažte, že S ′ je uzavřený v̊uči zobecněné derivaci, tj ()′ : S ′ 7→ S ′.

Úloha 4 Rozhodněte, které ze zobecněných funkćı e−x, θ(x), δx0 jsou temperované distribuce, tj v S ′.
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Úlohy z 7.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 8.týdnu

4. listopadu 2019

Úloha 1 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı o částečné Fourierově transformaci na prostoru S :

Dα
ξ Fx[ϕ(x, y)](ξ, y) = Fx[(ix)αϕ(x, y)](ξ, y), ϕ ∈ S , α ∈ Zn+.

Neopomeňte okomentovat své kroky.

Úloha 2 Vypočtěte částečnou Fourierovu transformaci v́ıcerozměrné Diracovy delta funkce Fx[δ(x, y)](ξ, y).

Úloha 3 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı o Fourierově transformaci na prostoru S ′:

F [f(x− b)](ξ) = eib·ξF [f(x)](ξ), f ∈ S ′, b ∈ Rn.

Neopomeňte okomentovat své kroky.

Úloha 4 Vypočtěte fundamentálńı řešeńı lineárńıho diferenciálńıho operátoru L = d
dx2

+ a, kde a ∈ R
(tj. (Lf)(x) = f ′′(x) + af(x)).
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Úlohy z 8.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 9.týdnu

13. listopadu 2019

Úloha 1 Ukažte konzistenci zobecněné definice Laplaceovy transformace s klasickou Laplaceovou trns-
formaćı, tj. pro f měřitelné na R, splňuj́ıćı f(t) = 0, ∀t ≤ 0 a |f(t)| ≤ Ceat, s.v. t > 0 pro jisté C, a ∈ R
ukažte, že zobecněný a klasický Laplace̊uv obraz se shoduj́ı.

Úloha 2 Vypočtěte určitý integrál pomoćı Laplaceovy transformace∫ ∞

0

sin2(bt)

t2
dt.

Úloha 3 Vypočtěte Laplace̊uv obraz funkćı sin(ax) a cos(bx).

Úloha 4 Vypočtěte fundamentálńı řešeńı lineárńıho diferenciálńıho operátoru

Ly = y′′ + 3y′ + 2y.
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Úlohy z 9.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 10.týdnu

21. listopadu 2019

Úloha 1 Převed’te klasickou počátečńı úlohu

u′′(t) + 3u′(t) − 7u(t) =
√

1 − t2, u(0) = 1, u′(0) = −3

na zobecněnou úlohu, jej́ımž řešeńım źıskáme i řešeńı p̊uvodńı klasické úlohy (toto řešeńı neńı třeba
hledat, pouze převed’te).

Úloha 2 Ukažte, že pro f dostatečně hladkou plat́ı vztah

d

dt

∫ t

0
f(t, τ)dτ = f(t, t) +

∫ t

0

∂

∂t
f(t, τ)dτ.

Úloha 3 Dokažte vztah pro derivaci zobecněné Laplaceovy transformace (f uvažujme taková, pro něž je
definována zobecněná Laplaceova transformace), tj

L [ḟ(t)](p) = p L [f(t)](p).

Úloha 4 Vypočtěte následuj́ıćı počátečńı úlohu pro lineárńı PDR 1. řádu užit́ım metody charakteristik:

∂tu+ (4 − x)∂xu = u, u(x, 0) = e−x
2
.
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Úlohy z 10.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 11.týdnu

26. listopadu 2019

Úloha 1 Nalezněte klasické řešeńı počátečńı úlohy z minulého týdne, tj

u′′(t) + 3u′(t) − 7u(t) =
√

1 − t2, u(0) = 1, u′(0) = −3,

kde řešeńı ponechte ve tvaru integrálu, bude-li třeba. Doporučuji porovnat obdržený výsledek s výsledkem,
který źıskáte z Vámi obĺıbeného matematického softwaru (Mathematica, Maple,...).

Úloha 2 Nalezněte transformačńı vztahy převáděj́ıćı parciálńı diferenciálńı rovnici

y2
∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ x2

∂2u

∂y2
= 0

na normálńı tvar.

Úloha 3 Jaké klasické počátečńı úloze odpov́ıdá následuj́ıćı zobecněná úloha

u′′ − 2u′ + 3u = θ(t) cosh(3t) + δ′(t)

jej́ımž řešeńım źıskáme i řešeńı oné klasické úlohy?

Úloha 4 Vypočtěte řešeńı počátečńı úlohy rovnice vedeńı tepla s volbou pravé strany f(t, x) = e−t cosx
a počátečńı podmı́nkou u0(x) = cos(x) dopoč́ıtáńım z nalezených vzorc̊u pro obecné řešeńı této úlohy na
přednášce. Vřele doporučuji zkusit dosadit toto explicitńı řešeńı do p̊uvodńı klasické úlohy a zkontrolovat
jeho správnost.
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Úlohy z 11.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 12.týdnu

6. prosince 2019

Úloha 1 Převed’te parciálńı diferenciálńı rovnici na normálńı tvar (nalézt transformačńı vztahy i provést
transformaci)

∂2u

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y
− 4

∂2u

∂x∂z
− 6

∂2u

∂y∂z
− ∂2u

∂z2
+
∂u

∂y
+
∂u

∂z
= 0.

Úloha 2 Dokažte jednoznačnost řešeńı v metodě postupných aproximaćı z přednášky.

Úloha 3 Ověřte, že ϕ = λ
∑p

j=1 cjuj(x) + g(x) se značeńım z přednášky je skutečně řešeńım integrálńı
rovnice s degenerovaným jádrem.

Úloha 4 Vypočtěte řešeńı integrálńı rovnice

ϕ(x) = λ

∫ π

0
sin(x+ y)ϕ(y)dy + sin(x).
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Úlohy z 12.týdne RMF

testované na cvičeńıch v 13.týdnu

13. prosince 2019

Úloha 1 Vypočtěte řešeńı integrálńı rovnice

ϕ(x, y) = λ

∫ 1

0

∫ 3

0
(xξ)2yηϕ(ξ, η)dηdξ + xey.

Úloha 2 Dokažte, že Greenova funkce je spojitá na [0, l]× [0, l].

Úloha 3 Ověřte, že pro pevné y ∈ [0, l] splňuje Greenova funkce rovnici LG (x, y) = δ(y − x), kde L je
eliptický operátor a G k němu př́ıslušej́ıćı Greenova funkce.

Úloha 4 Převed’te S-L úlohu

−(1 + x2)u′′ − 2xu′ = λu, u(0) = u′(1) = 0

na integrálńı rovnici. Vřele doporučuji, zkuste i vyřešit tuto vzniknuvš́ı integrálńı rovnici.
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