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7. Aplikace derivace

Derivace funkce se vyuziva pii feSeni uloh technické praxe i teorie. Uvedeme nékolik z nich:
vycisleni hodnot funkce, vypocet limity, vysetfovani prubéhu funkce a zkoumani kiivek.

7A. TAYLORUV POLYNOM

V matematické analyze zname fadu tzv. elementarnich funkei, napft. sinz, cosz, e*; Inx, logx,
tg x, arcsin z, arctg x. Zname jejich chovani, presné vycisleni jejich hodnoty v konkrétnim bodé
x (az na nékolik vyjimek) vsak neni mozné.

Pocitat umime pouze s racionalnimi ¢isly, tato ¢isla umime scitat, odcitat a nésobit. Proto
dovedeme vy¢islit libovolny polynom s racionalnimi koeficienty v libovolném racionalnim bodé.
Umime také délit, coz umoznuje vycislit i libovolnou hodnotu racionalni funkce.

Jak vycislit hodnotu elementarni funkce alesponi pfiblizné? Piesnou hodnotu stejné v praxi
nepotiebujeme, staci hodnota s pozadovanou presnosti, napt. na 3 nebo 6 desetinnych mist.
K tomu se vyuziva tzv. Taylortiv! polynom, ktery dokéze spocitat hledanou hodnotu s pfedem
danou presnosti. Jak to déld kalkulacka, kdyz pocita napiiklad e%!? Kalkulacka v sobé nema
zabudované tabulky hodnot, ale vyuziva kratké programy, které vycisli hodnotu ptislusného
polynomu v daném bodé s pozadovanou presnosti. Pro uréeni hodnoty funkce e* v bodé x = 0.1
lze vyuzit Tayloruv polynom patého stupné funkce e®, ktery (jak odvodime pozdéji) mé tvar

Pla)=1+z+% +& 4 & 4 2

Jeho hodnota pro x = 0.1 je 1.10517166666, zatimco e®! = 1.10517091807. Chyba, tj. rozdil
obou hodnot, je mald, asi 7.5 - 10~7. Poznamenejme, Ze pro vypocet hodnoty e, napt. v bodé
x = 10, by chyba byla prilis velka, proto bude potieba jiny polynom.

Pro kazdou elementarni funkci je v kalkulacce naprogramovany algoritmus, ktery pocita
hodnotu funkce pomoci polynomu. Pouzity polynom zavisi nejen na funkci, ale i na hodnoté x,
ve které chceme hodnotu funkce vycislit.

Odvozeni

Uvazujme funkci f(x), kterou chceme aproximovat polynomem ¢étvrtého stupné 7y (x) v okoli
bodu nula, ve kterém umime vy¢islit hodnotu funkce i jeji derivace. Polynom hledame ve tvaru

Tyz)=co+crz+ca?+eza® +egat.

Jak zvolit koeficienty ¢;? Nejjednodussi je pozadovat, aby funkce i polynom mély v bodé zy = 0
stejné hodnoty i hodnoty derivace:

F0)=Tu(0), f(0)=T;0), f'(0)=17(0), fO0)=1"0), f90) =1"0).
Prvni rovnost f(0) = T4(0) dava

F0) = Ty(2)|amo = [co+ 12+ c22° + c52° + eya?]__ = o,

!Brook Taylor (1685-1731), anglicky matematik.
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protoze viechny kladné mocniny z* jsou v bodé = 0 nulové. Odtud plyne vyjadieni nultého
koeficientu ¢y = f(0). Druhd rovnost, tedy rovnost prvnich derivaci, ddva

F(0) = f'(@)]smo = Ty(2)|om0 = [c1 + 202+ 3c32° + 4y :vg]xzo =c,
odkud plyne ¢; = f’(0). Rovnost druhych derivaci dava

J'0) =T/ (2)|a=0 = [2c2+3- 232+ 4-3eya®] _ =20,
odkud plyne ¢y = 3 5./"(0). Rovnost tretich derivaci dava
FO0) =T (@)amo = [3-2¢5+4-3-2¢42],_y =3 2¢3,
odkud plyne ¢3 = 3% £®(0). Koneéné z rovnosti derivaci ¢tvrtého fadu dostdvame

FO0) =T (@)oo =432 ¢4

Oznacme soucin prirozenych cisel od 1 do k symbolem k!, tzv. faktorial ¢isla k, pfitom definu-
jeme 1! = 0! = 1%2. Potom vysledek muZzeme zapsat ve tvaru cq = % f®(0). Taylortiv polynom
¢tvrtého stupné funkee f(x) tak muzeme zapsat ve tvaru:
_JO) ) f10) 5, fO0) 5, fU0) 4

L T S TR A T S R A TR
V pifpadé polynomu stupné n, k-ty (k < n) €len ¢, 2* po k-té derivaci dava k! ¢y, tedy z rovnosti
F®0) =T (0) plyne ¢, = F®(0)/k!. Pokud nés zajimajf hodnoty v okolf bodu o, polynom
stupné n zapiSeme s tzv. sttedem v bodé z ve tvaru mocnin dvojélenu (z — xg):

T (x) = co+c1 (v —20) + e (v —20)* + 3 (. — 20)* + s (T — 20)* + -+ (7 — 0)".

V tomto tvaru lze snadno odvodit koeficienty ¢, a také vycislit hodnoty v okoli bodu xg.

Definice

Zobecnéni predchoziho odvozeni vede k definici Taylorova polynomu:

Definice 7.1. (Taylortiv polynom) Necht funkce f(z) ma v bodé xy derivace do fddu n.
Potom Tayloruv polynom stupné n se stredem v bodé zj je polynom

f// (:L.O)

T Z f — 20)" = f(xo) + f'(x0) (x — o) + T 20)2+
(3) (n—1) (n)
+f?)(|x0> (.L = ULO)g + ...+ f(n_(f;?) (L _ CL.O)nfl + f n((EO) (JJ o ;L,O)n )

Pokud je z kontextu jasné, o kterou funkci a stred jde, symboly funkce f a stfedu zy v oznaceni
Taylorova polynomu muzeme vynechat a psat jenom 7),(z).

Tayloruv polynom se stfedem zy = 0 se nazyva také Maclaurinuv polynom.

Pro aproximaci hodnot funkce f(x) v bodé x pouzivdme Tayloruv polynom se stiedem
v bodé xg, ktery je (podle moznosti) blizky bodu x, aby chyba aproximace byla co nejmensi.
V Taylorové polynomu se stiedem xy # 0 jednotlivé mocniny (z — z¢)* neroznasobujeme, pti
numerickém vycislovani jejich hodnoty by dochéazelo k velkym zaokrouhlovacim chybam.

2Hodnota 0! = 1 plyne z pravidla (k + 1)! = k!(k + 1), které pro k =0 ddva 1 = 1! = 0! - 1.
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Poznamky 7.2.

(a) Casto se stied Taylorova polynomu oznacuje a, potom

fl/(a)
2

f"(a)

n!

n

(x—a)’+- -+ (x—a)".

(g
@) =3 L (o o)k = fla) 4 /(a) (r—a)+

(b) Podminkou existence Taylorova polynomu stupné n funkce f(z) (rozvoje v bodé zg) je
pouze existence derivaci funkce f(x) do fddu n v bodé zy. Tayloruv polynom tak nezavisi
na tom, jak se chova funkce f(x) a jeji derivace v bodech x ruznych od z. Proto odlisné
funkce mohou mit stejné Taylorovy polynomy. Napifklad pfictenim ndsobku (x — xq)" !
k funkei f(z) dostaneme jinou funkci, Tayloruv polynom stupné n se pfitom nezmeéni.

(¢) Tayloruv polynom nultého stupné je f(x)
konstantn{ funkce Ty(z) = f(xo).
Tayloruv polynom prvniho stupné — Ni(@)
— To(x)
Ti(x) = f(zo) + f'(20) (x — 20)
i) €T
urcuje rovnici teény y = T (x) ke grafu Obr. 7.1: Taylortv polynom 7y(z) nultého
funkce f(z) v bodé xy . stupné a Ty (z) prvnfho stupné funkece f(z).

(d) Tayloriv polynom T/#0(x) funkce f(z) lze zapsat pomoci diferenciali d*f(z) s pifristkem
dx = ¢ — zy. Protoze
df(@o)(x — xo) = f'(wo) - (x — wo),
d%f (o) (x — @) = f"(w0) - (¥ — 20)?,
&>f (wo)(x — x0) = fP(w0) - (2 — x0)?,

Tayloruv polynom tretiho stupné se stredem v bodé xy muzeme zapsat ve tvaru
1 1
Ts(x) = f(zo) + df(zo)(z — 20) + o d*f (o) (x — o) + 3 &*f (o) (x — o) -

(e) Je-li funkece f(x) polynom stupné p, tj. f(z) = bo+by x+by 2*+- - -+ b, 2P, potom Tayloruv
polynom této funkce stupné n > p se stiedem v o = 0 je polynom se stejnymi koeficienty
bi. Pokud n > p, potom koeficienty u 2P*,... 2" jsou nulové, tj. T/°(z) = f(x). Pokud
vezmeme Tayloruv polynom této funkce s jinym stredem zq # 0, tj.

TH™(x) = co + c1(x — 0) + o — 20)* + -+ 4+ cp( — 20)",

potom piislusny Tayloruv polynom maé sice jiny tvar a jiné koeficienty, ale dava stejné
hodnoty T/*(x) = f(z) a po rozndsobeni mocnin (z — xy)* a nasledné tipravé dostaneme
puvodni polynom f(z).

(f) Naptiklad polynom f(z) = 2* — 323 + 422 — 72 + 2 méa v bodé x¢ = 1 derivace

f()=1-3+4-7+2=-3,
fl1)=4—-9+8—-7=—4,
ff1)=12-18+8=2,
f®(1)=24-18=6,

FO) =24,
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vyssi derivace f*)(x) jsou nulové. Tayloritv polynom ¢tvrtého (i vyssiho) stupné je
T/ (2) = -3 —4(x — 1)+ (z = 1)* + (z — 1)* + (z — 1)*
a po roznasobeni dostaneme ptivodn{ polynom f(z) =2 — 7x + 42? — 32° + 2.
(g) Rozdil hodnoty Taylorova polynomu 7),(x) se stiedem v bodé zy a funkce f(z) se pii

xr — x9 zmensuje. Také pii zvySovani stupné polynomu se rozdil obvykle zmensuje.

k

(h) Pozor, Tayloriiv polynom je polynomem, tj. sou¢et mocnin (x—x¢)*: élen (x—x0)* nasobime

hodnotou derivace funkce v bodé x(. Studenti vSak ¢asto chybné pisi:

Th(x) = f(2) + ['(2) (x — zo) + 5 f”( ) (= @0)?,

coz vsak neni polynom! (Kromé piipadu kdy f(z) je polynom.)

Tayloruv polynom vybranych funkci

Vyéislenim derivaci ve vhodném bodé muZeme napsat Taylortiv polynom funkce. Uvedme
Tayloruv polynom vybranych funkei.

Exponencialni funkce. Funkce e” je definovana na celém R a méa vSechny derivace stejné

Zvolime-li o = 0, pak jsou vSechny derivace [e”] ;’20 = 1. Tayloruv polynom stupné n je proto

3 5(74 ZL'5 "
-1 - cee
Zk, +x—|—2+3+4'+5+ +

Vzorec muzeme pouzit k vyéisleni Eulerovy konstanty e dosazenim x = 1

SPQTI WL VL

e = - .

2 3! 4l 5l n!

K dané presnosti sta¢i mnohem mensi n, nez pfi vypoctu pomoci limity (1 + %)n pro n — oQ.
Pokud za stied xy zvolime bod 1, dostavame polynom

Tn(x)—zlz( r=1) = ete(@—D)+3 (@=1) 45 (@= 1)+ Slo—1) 4+ @ =1)"

Poznamenejme, ze pro z ,,blizkd* 0 dava Tayloruv polynom se stredem xq = 0 ,,dobré* vysledky,
pro jind z by bylo nutno zvolit dosti vysoky stupen polynomu. Misto toho k vycisleni e®
vyuZijeme vlastnost{ exponencialni funkce etV = e . ¥, ek* = (e*)* umoziujici ,zmensit"
x (v absolutni hodnoté). Napiiklad e spocitdme vyécislenim e'/2 a jeho umocnénim na desatou.

Logaritmicka funkce. Funkce Inz je definovand na intervalu (0,00). Proto za stied nelze
vzit nulu. Vhodny stied je o = 1, jednodussi je vsak funkci ,posunout® na In(1+ ) a vzit za
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stied xo = 0. Spocitejme derivace funkce In(1 + x):

In(1+4 )] = lix ,
In(l+xz)" = 1+x 5,
(1 + 2)]® = 1+$) ,
(1 +2)]® = (—1)1 (k= 1)! b
Pro zyp = 0 je f(zg) = ]1 1(1 + 29) = 0, v dalsich ¢lenech ve vzorci se ndm v podilu f“:!(o)

faktorialy zkrati na (—1) Muzeme proto psat

1
P

n —J,k_l 2 3 4 -1 n—1

Poznamky 7.3.

(a) Poznamenejme, ze tento polynom davéa ,rozumné“ hodnoty jen pro z ,blizké* 0. Pro
x > 1 se pii zvySovani stupné n Taylorova polynomu chyba zvétsuje, hodnoty f(z) a
T, (z) se stéle vice ,rozbihaji“.

(b)  Provypocet funkce In(1+x) pro > 1 lze uzit trik In(1+z)=—In () =-In(1-%),
diky kterému lze hodnoty logaritmu pocitat pomoci souctu

In(1 + z) ﬁ—i (_1:_1 (_1;)'“:;% <1iaz)k

k=1

(c) Pocitame-li In(1 + z) pro ,velkd” z, potom 11 je &islo blizké jednicce a bylo by nutné
volit vysoky stupen polynomu. Vyuzijeme proto vlastnosti logaritmu In(z-y) = Inz+Iny
a napiiklad In(1000) budeme pocitat
In(1000) =In (2'°- ) =10 In(2) + In (3099) = —10-In (3) +In (12) ,

1024 128

pricemz pro vycisleni vyslednych logaritmu neni potieba vysokého stupné polynomu.

(d) Koeficienty Taylorova polynomu pro funkci In(1 + x) se obvykle odvozuji z derivace
In(1+2)] = = + , kterou lze chépat jako soucet geometrické fady » .o q" = ﬁ
s kvocientem ¢ = —x. Tayloruv polynom potom dostaneme integraci jednotlivych clenu.

Integraci budeme probirat v dalsich kapitolach.
Funkce sinus. Funkce sinz je definovana na R. Jeji derivace tadu k = 0,1,2,3,4,5,6,7 jsou
sinx, cosx, —sinx, —cosxz, sinx, cosx, —sinxr, —cosz,

Funkce se opakuji s periodou 4, protoze [sinz]**% = [sinz]*). Pro stied zy = 0 dostdvame
postupné hodnoty 0,1,0, —1,0,1,0,—1,.... Tayloruv polynom ma proto kazdy druhy ¢len roven
nule, nenulové jsou jen liché mocniny x. Je to v souladu se skutecnosti, ze funkce sin x je licha.
Polynom funkce sin z stupné 2n + 1 lze proto zapsat ve tvaru

T, 1(x)—i(_1)kx2k+1—x Lo ley. +(_ix2”“.
”* £ (2k +1)! 3! 5! (2n +1)!

Jako cviceni napiste Taylortiv polynom druhého stupné funkce sin x se sttedem zo = ¢, 7, 3,

vl
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Funkce kosinus. Funkce cosz je také definovand na celém R. Napisme jeji derivace radu
k=0,1,2,3,4,56,7...

cosr, —sinr, —cosx, sinx, cosr, —sinr, —cosx, sinx, ....

Funkce se opét opakuji s periodou 4: [cos 2] **% = [cos 2]®). Pro stied xy = 0 pak dostdvdme
hodnoty 1,0, —1,0,1,0,—1,0.... Tayloruv polynom ma proto kazdy druhy ¢len nulovy, nenu-
lové jsou jen sudé mocniny x, coz je v souladu se skutecnosti, ze funkce cos z je suda. Polynom
stupné 2n lze zapsat ve tvaru

_ — (—1)F 2% _ Ly, 1, (=" 5,
Tgn(.’f)—z )] x —1—§x +@x +-- 4 o)) ",

k=0

Jako cvicenf napiste Taylortv polynom druhého stupné funkce cos z se sttedem zo = ¢, 7, 3,

vl

Poznamenejme, ze pro x ,vzdalenéjsi“ od nuly k vy¢isleni sin x a cosx je vhodné ,priblizit*
hodnotu z k nule s vyuzitim zndmych vzorcu sinz = sin(x + 27) = —sin(z + 7) = sin(w — )
a analogickych vzorcu pro cos x.

Funkce arkus tangens. Uvedme Tayloruv polynom stupné (2n+1) funkce arctg x pro zo = 0

~ (=" oen ot 2’ ="
D) =Y gt o T 2T -
b1 (T) k:02k+1x T 3—|—5 7+ +2n+1x

Vzorec 1ze pro malé n odvodit derivovanim, odvozeni obecného piipadu vychazi z prvni derivace

larctg x] = ﬁ, kterou lze brat jako soucet geometrické fady s kvocientem ¢ = —z2

larctg 2] = g = 1 -2 +a' a2+ 2% — 20+

a jednotlivé ¢leny nasledné integrovat.

Pozor, ackoliv funkce arctg x je definovana v celém R, polynom davéa ,rozumné“ vysledky
aproximace funkce arctg x jenom pro |x| < 1, pro |z| > 1 se chyba stéle zvétsuje se zvySovanim
stupné polynomu.

Taylortv zbytek f(@) TRae)
Pti aproximaci hodnot funkce f(x) Ta(e)

prislusnym Taylorovym polynomem

T.(r) stupné n nds zajimd ,chyba“

aproximace, tj. rozdil skutecné hod- f(xo)

noty f(z) a hodnoty polynomu 7, (z). e

Ozna¢ime jej pismenem R,(z) podle 7o A z

slova reziduum znamenajici zbytek. Obr. 7.2: Tayloruv zbytek Ry(z) = f(z)—T2(x).

Definice 7.4. Bud T),(x) Tayloruv polynom funkce f(x) stupné n se stiedem v bodé z.
Rozdil R, (z) = f(x) — T,,(x) nazyvdme Tayloruv zbytek.

Jak lze odhadnout Tayloruv zbytek? Tayloruv polynom nultého stupné se stiedem x je
konstantni funkce Ty(z) = f(xo). Podle Véty o stiedni hodnoté pro x > z Tayloruv zbytek lze
vyjadrit pomoci prvni derivace

Ro(z) = f(z) = To(z) = f(x) = f(xo) = f/(§)(x —x0), &€ (w0,).
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Tayloruv zbytek pro Tayloruv polynom vyssiho stupné lze vyjadiit v tzv. Lagrangeovée tvaru
pomoci derivace funkce f(z) fddu (n + 1):

Véta 7.5. (Taylorova véta) Necht funkce f(z) mé v okoli bodu zy derivace do faddu (n+1).
Potom pro kazdé x v tomto okoli existuje & mezi body zy a = takové, ze Tayloriuv zbytek
R, (z) = f(z) — T,.(z) 1ze vyjadrit ve tvaru

(n+1)
R, (z) = JZTLTl()g') (z — z0)" 1.

Poznamky 7.6.

(a) Tayloruv zbytek (v uvedeném tzv. Lagrangeoveé tvaru) mé tvar (n+1)-ho ¢lenu Taylorova
polynomu, jen derivace fadu n+1 neni v bodé xzy, ale v bodé £ lezicim mezi zy a .
Abychom nemuseli rozliSovat, zda x je mensi nebo vétsi nez xq, 1ze bod £ napsat ve tvaru
E=xo+t(xr — x0), kde t € (0,1).

(b) Misto oznaceni f(z) — T, (z) = R,(z) néktefi autofi oznacuji zbytek Taylorova polynomu
stupné n symbolem R, .i(z), tj. f(z) — Th(x) = Ry41(x), kvali podobnosti uvedeného
vyjadreni zbytku s (n+1)-nim ¢lenem Taylorova polynomu.

(¢) Vedle uvedeného tzv. Lagrangeova tvaru Taylorova zbytku se v literature uvadi i tzv.
Cauchyuv tvar Taylorova zbytku

F ()

Rala) = f(@) = Tolw) = -

(x =n)" (z = ),

kde 7 je opét éfslo mezi xg a z. Cisla n z Cauchyova a & z Lagrangeova vzorce nemusi byt
stejnd. Pro tiplnost uved me jesté integralni tvar, ktery uddva presnou hodnotu Taylorova
zbytku ve formeé urcitého integralu

T f(n+1)(t>
R.(z) = f(z) — Th(x) = / — (x —t)"(z — xo) dt.
o :
Pojem urcitého integrélu bude probiran pozdéji.

Idea dikazu Taylorovy véty

Pro zajemce odvodime Tayloruv zbytek nejdrive v Cauchyové tvaru pro piipad Taylorova
polynomu tfetiho stupné a pro x > x(. Plati

Ral@) = f(@)~To(@) = F(a) — fa)— £ (z0) @ 20) - 0 (o )

2 _ f® (o)

3 (z—x0)>.

Nyni vezmeme x pevné a xy nahradime proménnou ¢. Novou funkei proménné ¢ oznacime F'(t)

f'(t) A0 3
— (x —t)* — T (x —t)°.
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Tedy pro t = zg je F(z9) = Rs(z) a prot = x je F(z) = 0. Funkci F(¢) derivujme podle

proménné t — proménna x je nynf konstanta, pfitom pozor na derivaci [(z—t)*] = —k(x—t)* 1
/ / " ! f(g) (t) 2 "
F() = —1'(0) = () (2 = 1)+ £0) ~ 252 (= 17+ 10 (1)
A0 AU 2
—T(x—t) +T(x—t) .
T dvojice ¢lenu se navzajem odectou, ¢imz ziskavame vyjadreni derivace funkce F'(t)
(¢
F'(t) = _f3—|<> (z — )% (*)

Odvozeny vztah pro derivaci nam umozni odvodit tvar Taylorova zbytku.
Cauchyuav tvar zbytku odvodime pomoci Lagrangeovy Véty o stfedni hodnoté (Véta
6.24). Pro diferencovatelnou funkei F'(t) na intervalu (o, x), existuje n € (x¢, x), ze plati
F(z) = F(zo) = F'(n) - (x — o).
Protoze F(x¢) = Rs(z) a F(x) = 0, plati F(x) — F(z9) = —Rs(z). Vyuzijeme-li odvozené
vyjadieni (*) derivace funkce F'(t), dostavame Cauchyuv tvar Taylorova zbytku

P (n)
3!

Rs(z) = (x—n)*(z — x0) . O

Nejcastéjsi Lagrangeav tvar zbytku dostaneme ze vztahu (*) pomoci nasledujici véty:

Véta 7.7. (Zobecnéna véta o stfedni hodnoté) Budte F(t) a g(t) spojité funkce na
intervalu (a,b), majici derivace F'(t), ¢'(t), pticemz ¢'(t) # 0 pro t € (a,b). Potom existuje
€ € (a,b) takové, ze

F(b) = F(a) F'(§)
g(b) —gla) g€

Tvrzeni dokdzeme pomoci Rolleovy véty (Véta 6.23). Polozme

O(t) = (F(t) = F(a))(g(b) — g(a)) = (9(t) = g(a))(F(b) — F(a)).

Dosazeni t = a a t = b dava nulové hodnoty ®(a) =0 a ®(b) = 0, pfitom derivace

O'(t) = F'(t)(g(b) — g(a)) — ¢'(t)(F(b) — F(a)).
Podle Rolleovy véty existuje £ € (a, b) takové, ze ®'(£) = 0, odkud plyne tvrzeni. O

Vratme se k odvozen{ Taylorova zbytku. Napisme tvrzeni pfedchozi véty pro funkci F(t) a
funkei g(t) = (z — t)? na intervalu (zg, z), tj. a = 19 a b = z:
F@)—Fzg) _ F(©)

(z—2)t = (z—z0)t  —4(z—&)°>
Nyni stac¢i vyuzit F(x) = 0, F(z9) = Rs(z) a dosadit za F'(§) z rovnosti (*) pro t = &.
Dostavame tak

“Ry(x) 1 ) (€)= fU©

—(x—x0)* 4z —-E)3 6 4! 7
odkud tpravou dostaneme Lagrangeuv tvar zbytku. Dukaz piipadu x < xq je stejny. Rozsiteni
dukazu pro Tayloruv polynom k-tého stupné také neéini potize. !
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7. Aplikace derivace 7A. Tayloruv polynom

Priklady odhadu Taylorova zbytku

(a)

Ukazme odhad chyby Taylorova polynomu funkce f(x) = e*. Uvazujme polynom T5(z) se
sttedem z¢p = 0 v bodé x > 0. Podle Taylorovy véty existuje £ € (zg, x) spliujici

O 6 éxa
6! 6

Protoze e” je rostouci funkce a & < z plati e® < e®. Vysledny odhad vyéislime pro z = 0.2

R5 ($) =

T 0.2

Rs(2)| < %xG, IR5(0.2)] < 66—'(0.2)6 =1.09-107".
Jaky stupeii polynomu musime vzit, aby chyba e’? byla mensi nez 10~2? Plat{
£0:2 .
R,(0.2)| < ——(0.2)""".
Ra02) < 02

Pro n = 8 odhad déava chybu 1.7- 1072, pro n = 9 je chyba jenom 3.4 - 1074, Proto staci
polynom 9. stupné.

Pii odhadu chyby vyéisleni funkce sinz nebo cosx lze vyuzit toho, ze |sinz| < 1 a
| cosz| < 1, proto pro polynom stupné n se stredem v 0 plati

‘l‘—%o‘n-H
R, < —
e ]

Pro z ,vzdélengjsi“ od stredu xzq, tj. pro velké |x — z¢| zbytek R,(z) je velmi velky.
V nékterych pripadech (napf. Taylorova polynomu pro funkce arctgx) se chyba zvétsuje
s vyS$im stupném polynomu. Pro efektivni vypocet hodnoty vyuzijeme vlastnosti funkce.

Napiiklad chceme-li vyéislit hodnotu sin(10) Taylorovym polynomem, hodnotu nejprve
upravime ,zmensenim® argumentu 10 = 3.7+ (10 —3-7) = 37+ h, kde h = 0.575222038.
Diky vlastnostem funkce sinz plati sin(10) = —sin(10 — 3 - 7) = —sin(h) a Tayloruv
polynom 7. stupné dava
h3 h5 h?
sin(10) = —sin(h) = Tr(x) = —h + ETR] + T = —0.5440210918..

Odhadnéme chybu. Jednd se soucet typu sp = ag — ay + ay — as + --- + (—=1)kay, tj.
¢leny souctu stiidaji znaménko. Pritom navic velikosti jednotlivych ¢lent a; se zmensuji
ag > ap > as > -+ > ap_1 > a, > 0. Proto pro lichd k plati sxio = Sk + apyr1 — ario > Sk
a pro suda k plati sp1o = sp — ags1 + apro < Sk. Oznacime-li s = limy_,, Sk, dostavame
posloupnost nerovnosti

81 <83 LS5 <87 < S50 8 <8y <89 < 8.

Pro liché k plati s < s < spi1 = sp + apy1. Odecteni s, davd 0 < s — s < Apaq-
Podobné pro sudé k z nerovnosti sy 1 = s —ar11 < s < S plyne —agy1 < s — s < 0, tj.
0 < sk — 8 < agy1- V obou pifpadech dostdvame odhad rozdilu |sy — s| < agy1.

V nasem pifpadé rozdil |sin(h) — Tr(h)| je mensi nez dalsi clen h?/9!, tj.

h9
|R7(h)| < m =1.9-1078.
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